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^VIS nécessaire pour l'intelligence des

renvois aux figures.

N. B. Pour rendre moins diffuse la nomenclature des

renvois aux figures , on a employéquatre sortes de lettres :

des capitales droites, des capitales penchées, des petites

romaines et des italiques. Les deux dernières sortes sont

toujours aisées à distinguer entre elles; le lecteur pré-

venu saisii'a sans peine la différence des capitales droites

aux capitales penchées. La destination de chacune de

ces espèces de lettres est expliquée dans le n° 8.
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PREMIÈRE PARTIE,

ou Von considère les Plans et la Sphère.

NOTIONS PRÉLIMINAIRES.

J E vais commencer par exposer en détail la manière

dont on peut représenter, à t'aide de plusieurs plans,

les différentes parties de l'espace, et en faire connaître

les dimensions.

1 . La position d'un point sur un plan est donnée
,

toutes les fois qu'on connaît celle de deux lignes qui

passent par ce point, puisqu'il ne peut être qu'à leur

intersection.

Lorsqu'on a plusieurs points à désigner, le moyen

qu'on emploie le plus communément dans les construc-

tions, et qui paraît le plus commode , consiste à prendre

deux lignes AB , AC ,
perpendiculaires entre elles, et pig. i.

au?:quelles on rapporte tous les points du plan. Le
point M, par exemple, serait donné de position, si ou

Compl. de la Geom. 4^ edit. i
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Fig. I. connaissait sa plus courte distance à la ligne AB, et sa

plus courte distance à la ligne AC. En effet , si l'on

prend AQ égale à la première , et qu'on mène QM pa-
rallèle à AB, le point proposé sera sur cette ligne; il sera

pareillement sur PM parallèle à AC , et qui en est éloi»

gnée de la quantité AP , distance du point M à cette

dernière ; le point proposé étant commun aux deux

lignes QM et PM , sera donc leur intersection M.
De cette manière , on peut rapporter un dessin sur un

autre plan, en établissant des directrices telles que AB,
AC, et en mesurant les distances des points proposés à

ces lignes ; il faudra seulement prendre ces directrices

en dehors du dessin, ou remarquer de quel côté tombent

les points que l'on considère.

2. Lorsqu'on embrasse les trois dimensions , ou qu'on

veut faire connaître les corps , on suit une méthode ana-

logue à la précédente, et qui est employée par les

architectes et les constructeurs en général; c'est celle

des plans , }?roJi/s et élévations , et dont voici l'esprit :

Lorsqu'un point est donné dans l'espace , on peut

abaisser de ce point une perpendiculaire sur un plan , et

marquer le point où le plan est rencontré par cette per-

pendiculaire ; ce dernier sera la projection du premier

sur le plan dont il s'agit ; la longueur de la partie de la

perpendiculaire , interceptée entre le point et le plan

,

sera la hauteur du point donné au-dessus du plan.

Supposons, pour fixer les idées, qu'on rapporte à un

plan horizontal tous les points situés dans l'espace au-

dessus de ce pian ; leurs projections se trouveront aux

points où un fil à-plomb partant de chacun , rencontre-

rait le plan dont il s'agit } et les longueurs de ces fils

donneraient les élévations des points proposée au-dessus

de leurs projections.
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îl suflira donc
,
pour en désigner un quelconque , de Uh^. i.

iDarquer sa projection sur le plan horizontal , et de faire

connaître à part sa hauteur, soit en écrivant le nombre

des mesures linéaires d'une échelle donnée
,
qu'elle doit

contenir , ou en fixant une ligne pour la représenter.

Mais si on avait beaucoup de points à repré-enter de

cette manière , la multitude des nombres ou des lignes

qu'il faudrait écrire pour faire connaître leurs hauteurs

deviendrait embarrassante ; à la vérité, on pourrait les

porter toutes sur une même ligne
,
qui deviendrait

l'échelle des hauteurs. Ce moyen peut être emplov-é

quelquefois avec avantage ; mais il a l'inconvénient de

confondre les hauteurs des diiTérens points , sans avoir

égard à la situation particulière de leurs pi'ojections :

en voici un autre qui est exempt de ces défauts.

3. Si on conçoit que par une ligne quelconque du

plan horizontal , on ait élevé un plan qui soit perpen-

diculaire il celui-ci , et que de chacun des points pro-

posés dans l'espace , on mène une perpendiculaire sur

ce plan vertical , elle déterminera par son pied dans ce

plan, une deuxième projection du point donné, qui se

trouvera placée , au-dessus du plan horizontal , à la

même hauteur que le point donné.

Ainsi, BAC représente le plan horizontal, DAB le Fig. 3.

plan vertical mené par la ligne AB -, du point M pris

dans l'espace , on a abaissé sur le plan horizontal , la

perpendiculaire ^AOr, et son pied !M' est la projection

horizontale du point donné.

Par le point INI, on a mené MM" perpendiculaire sur

le plan DAB, et le point M" est la projection verticale

de ce même point.

Les deux lignes MM', MM", sont évidemment dans

iin même plan
,
puisqu'elles se coupent; la ligne M'J/

1 .

.
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•'g- a- qu'on mènerait dans le plan horizontal, perpendiculai-

rement à la commune section AB de ce plan avec le plan

vertical, serait perpendiculaire à ce dernier; elle serait

donc parallèle à MM", et ces trois lignes seraient dans

un même plan perpendiculaire à-la-fois au plan vertical

et au plan horizontal, puisqu'il serait perpendiculaire à

leur commune section (^Géom. 196, 210). Il est évident

que iJ/M" est égale à MM', et que par conséquent la

projection verticale M" est à la même hauteur au-dessus

du plan horizontal
,
que le point M.

En opérant semblablement pour le point P, on aura

ses dei X projections P' et P''^ et l'on voit que les projec-

tions verticales M", P", donneront les hauteurs des points

proposés au-dessus du plan horizontal, tandis que les

projections M', P', sur celui-ci, donneront les distances

àes points proposés au plan vertical.

Cette méthode de représenter les points situés dans

l'espace , est connue dans les arts sous le nom de mé-
thode des projections.

L'architecte
,
pour représenter les parties d'un édifice,

imagine d'abord un plan horizontal , sur lequel il rap-

porte le pied des diverses parties qui composent cet édi-

fice. Le dessin qui résulte de cette opération s'appelle

plaji géométral , et il fait connaître la situation respec-

tive des projections des points remarquables de l'édifice

proposé , rapportés sur le plan horizontal
,
par des lignes

perpendiculaires sur ce plan, ou à-plomb.

Pour achever de déterminer la situation des points

remarquables de son édifice, l'architecte conçoit ensuite

par une ligne donnée dans le plan géométral , un plan

perpendiculaire au premier, et par conséquent vertical ,

sur lequel il rapporte les objets, à la hauteur où ils sont

placés au-dessus du plan horizontal ; la figure qui en

-résulte s'appelle coupe ou profil, si elle passe dans l'in-
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térieur du bâtiment, et élévation, si elle n'en fait voir Fig. i.

que les parties extérieures.

Le proKl , ainsi que l'élévation , donnent les hauteurs

de chacun des points qui s'y trouvent contenus, au-

dessus du plan horizontal représenté par la ligne de

terre , ou par son intersection avec le plan vertical sur

lequel cette figure est construite ; elle n'est donc autre

chose que l'ensemble des diiférens points remarquables,

rapportés ou projetés sur un plan vertical, par des lignes

qui sont perpendiculaires à ce plan.

Quant aux dimensions inclinées sur le profil et sur le

plan géométral, il est aisé de voir qu'elles ne sauraient

y être représentées clans leur longueur naturelle • et

c'est à les déterminer que s'applique la partie de la

Géométrie que nous allons traiter.

Nous imaginerons donc que les points de l'espace

sont rapportés à deux plans perpendiculaires entre eux
,

qu'on peut se représenter par l'un des murs verticaux

d'une chambre et par son plancher.

4- Cela posé, si l'on conçoit une droite située d'une Fig. 3,

manière quelconque dans l'espace, et que de chacun

de ses points on abaisse des perpendiculaires sur l'un

des deux plans choisis , l'horizontal BAC
,
par exemple

;

toutes ces perpendiculaires , telles que MM', étant pa-

rallèles, et passant par une même ligne, se trouveront

dans un même plan qui sera perpendiculaire au plan

horizontal (^Géom. 194» 209).

L'intersection M'N' contiendra évidemment les pieds

de toutes les perpendiculaires, et sera par conséquent la

projection sur le plan horizontal , de la droite proposée

MN.
On aura une image sensible de ce qui vient d'être dit,

ei on se représente une verge inflexible placée dans uns
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j-jg. 3. chambre, et de chacun des points de laquelle pendent

de? fils à-plomb jusqu'à la rencontre du plancher.

Concevons à présent que de chacun des points de

la droite proposée, on ait abaissé des perpendiculaires

MM", sur le plan vertical BAD ; elles détermineront

un nouveau plan perpendiculaire à celui-ci : l'un et

l'autre se rencontreront suivant M"N", projection de

la droite proposée sur le plan vertical.

5. Nous nommerons plans coordonnés ou plans de

projection j ceux sur lesquels on projette. Les plans

formés par l'ensemble des perpendiculaires abaissées

de la droite sur chacun des plans coordonnés , seront

désignés sous le nom de plans projclans.

Il suit de leur génération que tous deux passent par

la ligne proposée , et par conséquent qu'elle est leur

commune section.

6. De là découle la manière dont une droite est dé-

terminée , lorsqu'on a ses projections sur les plans coor-

donnés : il faut concevoir deux nouveaux plans élevés

chacun perpendiculairement sur l'un de ceux-ci, et

passant par les projections de la droite proposée; leur

rencontre déterminera cette ligne. En général, de même
qu'un point est donné sur un plan lorsqu'on connaît

deux droites qui le contiennent , de même aussi une

ligne est déterminée dans l'espace lorsqu'on connaît

deux plans dans chacun desquels elle se trouve. ,

Fig. 4. Ainsi M'N' étant la projection sur le plan horizontal,

d'une ligne donnée dans l'espace, et MN" sa projection

sur le plan vertical, si on conçoit les plans C'M'N''

F'iWN" perpendiculaires, l'un au plan horizontal, et

l'autre au plan vertical , leur rencontre mutuelle M'N
sera la droite proposée.

7. Il reste maintenant à donner les moyens de dé-.
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terminer un plan. On sait que trois points en Fixent la Fig.
.'i.

position , ou , ce qui revient au même ,
que deux droites

qui 5e coupent déterminent un plan (^Gcom. iqS) ; Fig. 5.

nous dirons en conséquence qu'il est donné , toutes les

fois que nous connaîtrons ses communes sections avec

chacun des plans coordonnés
,

puisqu'on aura deux

droites par chacune desquelles il doit passer. Le plan

E'GF" est donné par ses communes sections GE' et GF",

avec les plans coordonnés BAC et DAB.
Pour se peindre cette situation du plan proposé , on

n'a qu'à se représen'tr une espèce de toit, placé obli-

quement au plancher et au mur d'une chambre.

Nous ramènerons toutes les autres manières de dé-

terminer un plan à la précédente , après que nous au-

rons établi nos conventions, soit pour les figures, soit

pour le langage , afin de mettre les lecteurs à portée de

se peindre exactement dans leurs positions naturelles ,

les opérations que nous aurons à exécuter.

8. Comme il est important de bien concevoir ces

premières notions, j'invite les lecteurs à construire eux-

mêmes en relief, avec des cartons, les premières figures;

et pour que cela leur soit plus, facile
,
je les ai fait gra-

ver en plein.

Lorsqu'on trouvera deux figures au trait pour le

même sujet, l'une sera en perspective, et l'autre ex-

primera la construction réelle , telle qu'elle doit être

exécutée : dans la première, les lignes ou les parties

de lignes marquées par des petits points ronds, seront

celles qui sont recouvertes par des plans, et qu'on ne

saurait voir qu'en supposant ceux-ci transparens.

Pour aider encore à concevoir la position respective

des parties de la figure , tous les points situés sur le

plan horizontal sont désignes par des lettres marquées
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F'S-5- d'un accent; celles qui en portent deux apparliennen?

aux points du plan vertical : les lettres italiques ou'

penchées , sont sur la commune section de ces deux
plans ; enfin les points de l'espace portent des lettres

non accentuées.

J'excepte de cette manière d'accentuer , les quatre

lettres A, B, C, D, constamment affectées aux lignes

qui déterminent les plans coordonnés , et ne pouvant

,

par cette raison , causer d'embarras.

Dans la figure de construction, les données et les ré-

sultats sont toujours exprimés par des lignes tirées en

plein, et celles qu'il faut mener pour la solution sont

seulement ponctuées • les lettres y sont d'ailleurs les

mêmes que dans la figure en perspective.

Pour la construction, les deux plans coordonnés n'en

font plus qu'un seul ; car on suppose toujours que le

plan vertical ait tourné autour de sa commune section

avec le plan horizontal, jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans

le prolongement de ce dernier, ainsi qu'on Je voit,,

*»g- 6. fig. g. Dans ce mouvement, toute ligne perpendicu-

laire à l'axe AB de rotation, telle que PP", décrit un

plan perpendiculaire à cet axe (^Géom. igS-) : il suit

de là qu'elle vient s'appliquer dans la commune sec-

tion de ce plan avec le plan horizontal , et par consé-

quent qu'elle tombe dans le prolongement de P'P qui

rencontre l'axe AB à angles droits, au point P.

Cette circonstance mérite d'être remarquée ; car il

en résulte que les deux projections d'un même point

doivent se trouver sur une même ligne perpendiculaire

à celle qui sépare, dans la figure, le plan horizontal du

plan vertical.

Nous désignerons pour la facilité du langage , lorsque

les circonstances ne s'y opposeront pas , sous le nom de

plan horizontal , celui auquel les points de l'espace sont
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primitivement rapportés, ensorte que tout plan perpen- Fig-G.

diculaire à celui-ci, sera un plan vertical : les autres

seront appelés en général /j/a»^ inclines.

Nos deux plans coordonnés seront donc , l'un hori-

zontal et l'autre vertical : les projections sur le pre-

mier seront appelées projections horizontales , et en

effet , elles se trouveront dans la situation désignée par

le mot horizontal; mais pour abréger, nous appelle-

rons aussi proiections verticales celles qui seront situées

dans le plan vertical
,
quoiqu'elles ne soient pas tou-

jours dirigées verticalement -, car l'expression verticale

emporte avec elle l'idée d'une droite perpendiculaire

au plan horizontal, et le plus souvent, la projection

verticale d'une ligne quelconque sera inclinée par rap-

port à ce plan : mais alors, il faudra seulement en-

tendre que la projection dont on parle est faite sur le

plan vertical.

DU PLAN ET DE LA LIGNE DROITE.

q. Un plan est donc donné, ainsi qu'on l'a vu plus

haut , toutes les fois qu'on a ses deux communes sections

avec chacun des plans coordonnés.

Lorsque le plan proposé sera perpendiculaire au plan

horizontal , il est clair que sa commune section avec

le plan vertical sera perpendiculaire à la ligne AB
( Geom. 210) j

par conséquent le plan désigné par les pi„, n,

lignes N"iV, A'N', est perpendiculaire au plan horizontal

ABC
,
puisque sa commune section N'W avec le plan

vertical est perpendiculaire sur AB.

Le plan M"MW (*) est perpendiculaire sur le plan

(*) La lettre M e'tant cooimune aux deux intersections du plan
propose avec les plans coordonnes, il est inutile de la re'pâer, et

ce plan sera désigne par M'iJf M", et ainsi des autres.
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F'o- 7- vertical, parce que sa commune section avec le plaît

horizontal est perpendiculaire à AB.

10. Puisque les plans projetans sont perpendiculaires

sur les plans coordonnés auxquels ils sont relatifs , il suit

de là qu'un plan perpendiculaire à l'un des plans coor-

donnés peut être regardé comme le plan projetant de

toutes les droites qui s'y trouvent placées -, ainsi toute

ligne située dans le plan M'3iM'\ aura pour projection

sur le plan vertical la ligne iF/M" : par la même raison

,

le plan A'^'WN', perpendiculaire sur le plan horizontal

,

serait le plan projetant de toutes les lignes qu'il contien-

drait, et qui auraient JVN' pour projection sur le plan

horizontal.

Il suit de là qu'une même ligne prise sur un des plans

coordonnés, peut être la projection d'une infinité d©

lignes droites ; mais quand on embrasse les deux pro-

jections à-la--fois, elles ne sauraient convenir qu'à une

seule droite : en effet, la ligne dont les projections sont

M"M et TVN', ne peut résulter que de la commune
section des deux plans projetans M"MM' et N"iYN'.

1 1

.

Les points P" et P' sont ceux où la ligne propo-

sée rencontre le plan vertical et le plan horizontal ; car

le point P", par exemple , étant sur la commune section

iJ/M" de l'un des plans projetans avec le plan vertical ,

et se trouvant aussi dans la commune section NN" de

l'autre plan projetant avec le même plan vertical, il est

à-la-fois dans la ligne proposée qui est la commune sec-

tion des deux plans projetans, et dans le plan verticaL

On raisonnerait de même pour le point P' par rapport

au plan horizontal.

De là suit la manière de trouver le point où une ligne

droite rencontre l'un des plans coordonnés, quand ort

connaît ses projections. En effet
,
par le point M où ia
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projection verticale HIM" rencontre le plan horizontal, Fig. 7.

menons la ligne 3/M', perpendiculaire à AB, elle ira

couper la projection horizontale ÎNTs' en un point V,

qui sera le point où la ligne proposée rencontre le plan

horizontal : on opérerait de mcnje pour le plan ver-

tical.

Quoique les diverses parties de cette opération s'exé-

cutent sur plusieurs plans, elles peuvent s'effectuer sur

un seul de la manière suivante :

On concevra que le plan DAB ait tourné autour de

AB, jusqu'à ce qu'il soit arrivé dans le prolongement

du plan BAC; aucune des lignes qu'il contient n'éprou-

vera de changement dans cette rotation , et l'on pourra

exécuter les opérations qui v sont indiquées , comme
s'il était relevé. Il est facile de s'en convaincre en appli-

quant à la seconde figure, les raisonnemens qui ont été

faits sur la première.

12. Remarque. Il pourrait arriver que les projections Fig. S.

M'M" et N'N' fussent disposées comme on le voit ici,

alors la perpendiculaire ISIS", élevée sur la ligne AB,
ne saurait rencontrer la projection sur le plan vertical

dans la partie BAD : cela veut dire que la ligne propo-

sée P'P" passe au-dessous du plan horizontal, et va

rencontrer le plan vertical dans un point P', inférieur

à la commune section AB.

En général, dans toutes les constructions, il faut re-

garder les plans comme indéfinis; et si on conçoit que

DAB tourne autour de AB, la partie supérieure de ce

plan s'appliquera sur ABE dans le plan horizontal, et

la partie inférieure viendra se coucher sur l'espace BAC^
il faudra donc considérer la partie antérieure du plan

horizontal, €t la partie inférieure du plan vertical comme
appliquées l'une sur l'autre ^ et il en sera de même de la
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Fig. 8. partie postérieure du plan horizontal, et de la partie

supérieure du plan vertical. C'est alors qu'il est utile

de distinguer par un caractère particulier, ainsi que je

l'ai fait, les points qui appartiennent au plan vertical

,

de ceux qui se trouvent sur le plan horizontal ; avec ce

soin on ne craint point de se méprendre. On voit dans

l'exemple que j'ai mis sous les yeux
,
que le point P",

quoique dans l'espace BAC ('^Jigure) , doit être con-
sidéré comme appartenant au plan vertical.

Si la ligne au lieu d'être donnée par ses deux plans

projetans , l'était par deux plans quelconques , on en
trouverait les projections de la manière suivante

,
qui

fera toujours connaître l'intersection de deux plans.

PROBLÈME.

i3. Deux plans étant donnés , trouver les projections

de la ligne qui est leur intersection.

On remarquera que lorsque les communes sections

des plans proposés, avec un même plan coordonné, se

rencontrent, le point où cela a lieu est commun aux

deux plans proposés, et appartient par conséquent à la

droite qu'on cherche.

Fis- 9. Soient donc M'MM" et N'iN^N" les deux plans pro-

posés • il est clair que le point P' est celui où ces deux

plans rencontrent à-la-fois le plan horizontal ABC;
c'est donc un des points de la droite cherchée. Le point

Q" appartient évidemment à la commune section des

deux p'ans proposés avec le plan vertical ^ et par con-

séquent ce sera encore un de ceux de la ligne cherchée:

la question est donc réduite à mener une ligne par deux

points. Mais il est évident que chacune des projections

de cette droite doit passer par les projections que les

points donnés ont sur le plan où elle se trouve : le

point P' situé dans le plan horizontal , n'a d'autre pra-
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îection que lui-même; la projection sur le plan hori- Fig. g.

zontal du point Q" qui est dans le plan vertical , se

trouvera au point Q déterminé par la perpendiculaire

Q"Q abaissée sur AB ; menant donc par les points P' et Q
une droite, ce sera la projection horizontale de la ligne

cherchée.

Si nous rapportons maintenant le point I^, sur le plan

vertical
,
par la ligne P'/* perpendiculaire à ce plan

,

nous aurons les deux points P et Q" par lesquels doit

passer la projection verticale de la droite cherchée.

14 • Remorques. Si les intersections NIS' et MM' Fig. 10.

des plans proposés avec un des plans coordonnés, l'ho-

rizontal
,
par exemple, étaient parallèles entre elles,

alors les deux plans se couperaient dans une ligne pa-

rallèle au plan horizontal , et dont on connaîtrait un

point, savoir le point P". Il est évident que cette ligne

serait de plus parallèle à l'une et à l'autre des com-
munes sections A'N', MM', des plans proposés avec le

plan horizontal ; car si le contraire avait lieu , les deux

premiers se rencontreraient dans un même point du

troisième, et par conséquent leurs communes sections

avec celui-ci ne seraient pas parallèles.

La question est alors ramenée à trouver les projec-

tions d'une ligne droite qui passe par un point donné,

et qui est parallèle à une autre ligne connue ; et nous

la résoudrons bientôt.

Il peut arriver encore que les communes sections des Fig. ir.

plans proposés ne se rencontrent ni sur l'un des plans

coordonnés, ni sur l'autre ; et ce cas se pré.sentera toutes

les fois que les plans proposés auront leur intersection

PP parallèle à la ligne AB. Pour trouver alors l'inter-

section des plans proposés, il faudra' les rapporter à

un troisième
,
que pour plus de facilité on supposera
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" perpendiculaire aux deux premiers plans coordonnés.

Nous ne nous arrêterons pas à traiter ce cas en parti-

culier
, parce qu'étant unique, on peut l'éviter dans les

premières opérations, et il sera facile d'y avoir égard

lorsqu'on sera familiarise avec les constructions qui vont

suivre.

i5. Enfin il est aisé de voir que les plans proposés

seront parallèles entre eux, lorsque leurs communes
sections avec chacun des plans coordonnés seront pa-

rallèles entre elles , sans l'être néanmoins à la com-
mune section de ces plans {^Géoni. 217).

PROBLÈME.

1 6. Trouver les projections de la ligne qui passe par

deux points domiés.

Nous avons, dans le problème précédent, fait passer

une ligne par deux points , l'un situé dans le plan ho-

rizontal
, et l'autre dans le 'plan vertical ; mais si les

deux points proposés étaient situés d'une manière quel-

conque dans l'espace , la construction ne serait pas dif-

• 12. férente. Pour avoir les projections de la droite qui

passe pai' ces deux points , 11 suffirait de mener dans

le plan vertical , une ligne par les deux projections

verticales de ces points; ce serait la projection ver-

ticale de la ligne demandée : une opération semblable

sur le plan horizontal donnerait la projection hori-

zontale.

M', N', sont les projections horizontales des points

M , N, pris sur la droite proposée ; et M", N", sont leurs

projections verticales. Si on conçoit que le plan proje-

tant MNN'M', qui renfernfé la ligne proposée, tourne

autour de sa commune section M'N' avec le plan ho-

rizontal, et vieîine se coucher sur ce dernier, les lignes
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!M'M, N'N, MM, ne changeront point de grandeur, F'c

et conserveront la même situation par rapport à IM'N'.

Il suit de là que l'on peut trouver la distance réelle des

deux points proposés, en élevant sur la projection ho-

rizontale M'N', les perpendiculaires M'M, N'N égales

à Jini" et à NIS".

On voit ici l'origine d'une méthode qui est toujours

employée pour obtenir les dimensions réelles des par-

ties de l'étendue, et qui consiste à rapporter ces parties .

sur le plan où elles se trouvent naturellement , ou sur

un autre parallèle à celui-là.

17. !''' Corollaire. Ce qui précède nous fournira une

manière de désigner une droite dans l'espace, qui peut

être fort utile dans beaucoup de circonstances : c'est de .

concevoir le plan vertical passant par la droite , et de

le faire tourner autour de la projection de cette droite

sur le plan horizontal, pour le coucher sur celui-ci;

car on voit que tous les points de la ligne MN sont

situés , relativement à ceux de sa projection horizon-

tale M'N', comme ils le sont dans l'espace.

Si l'on voulait avoir l'angle que cette droite forme

avec sa projection horizontale, il suffirait de prolonger

M'N' et MN jusqu'à leur rencontre mutuelle, ou de

mener par un point quelconque de M'N' un parallèle

à MN.

i8. Q.' Corollaire. Nous tirerons encore de là la ma-
nière de trouver la position d'un point de l'espace situé

dans une ligne droite donnée, lorsqu'on connaît la pro-

jection de ce point sur l'un des plans coordonnés, l'ho-

rizontal, par exemple , et les projections de la droite.

Soit N' la projection horizontale du point demandé
;

on abaissera N'i\^ perpendiculairement sur AB, et

élevant A'N" aussi à angle droit sur cette ligne, le
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Fig. 12. point N" sera la projection verticale du point cherche,

et iVN" en sera la hauteur au-dessus du plan BAC.
Dans la construction réelle, il suffira de prolonger N'^V
jusqu'à la rencontre de la projection verticale M"N" de

la droite proposée.

19. Remarque. Lorsque sur le même plan coordonné,

les projections de deux lignes se coupent, il n'en faut

pas conclure que les lignes elles-mêmes se coupent

aussi ; car il n'en est pas de l'espace comme d'un plan :

dans ce dernier cas, deux lignes qui ne sont pas paral-

lèles se rencontrent toujours; mais dans l'espace elles

peuvent se croiser dans leurs directions sans se couper,

passant, par exemple, l'une au-dessous de l'autre, ou

l'une à côté de l'autre.

Pour déterminer s'il y a intersection ou non , il faut

voir si le point de rencontre des projections horizon-

Fia;. i3 taies, et celui des projections verticales de chacune des
*' '^• droites

,
peuvent appartenir à un même point de l'es-

pace , c'est-à-dire, si ces deux points sont dans une

même ligne perpendiculaire à AB (8); c'est ce qui

n'a pas lieu pour les points P" et Q' de la fig. i3, mais

pour P' et P" de la fig. 1 4. H suit donc de là que les deux

lignes représentées dans le second exemple se trouvent

sur un même plan , et qu'il n'en est pas de même du

premier.

THÉORÈME.

20. Lorsque deux lignes sont parallèles dans l'espace,

leurs projections sur un même plan sont parallèles entre

elles.

l'ia.is. En effet, les deux lignes NM' et QP', étant paral-

lèles par hypothèse, et les deux droites NN' et QQ'
l'étant aussi comme perpendiculaires au plan coordonné

AB, les plans projetans M'NIS" et P'QQ' seront né-

cessairement
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cessairement parallèles entre eux (Céom. ai 5.), et cou- F':

peront par conséquent le plan AB, suivant deux droites

M'N' et P'Q', parallèles entre elles. 11 est visible que ces

droites seront les projections des proposées M'N et P'O.

Réciproquement , lorsque les projections de deux

droites sont parallèles sur chacun des deux plans coor-

donnés, ces deux droites sont parallèles dans l'espace;

car les plans projetans, perpendiculaires au même plan

coordonné, passant par des projections parallèles sur ce

plan , seront nécessairement parallèles entre eux : les

plans projetans relatifs à l'un des plans coordonnés cou-

peront donc les plans projetans relatifs à l'autre , sui-

vant quatre droites d'abord parallèles deux à deux
,

comme intersections de deux plans parallèles avec un
même plan (^doin. 21 5) , et dont ensuite chacune sera

parallèle à deux autres placées dans des plans contigus.

Il suit de là que ces droites, parmi lesquelles se trouvent

les propostes , seront toutes parallèles entre elles.

21. Remarque. Il est à propos de remarquer que le

parallélisme de deux droites proposées ne saurait avoir

lieu, à moins que leurs projections ne soient parallèles

dans chaque plan coordonné ; car elles pourraient l'être

sur l'un d'eux seulement , et cela ne prouverait autre

chose, sinon que chacune des droites est réciproque-

ment parallèle au plan projetant de l'autre. En effet,

lorsque deux droites ne sont pas dans un même plan

,

on ne peut mener par Tune d'elles qu'un seul plan

parallèle à l'autre ; et pour le déterminer, il n'y a qu'à

imaginer par un point quelconque de la première, une

ligne parallèle à la seconde , le plan qui passera par

cette nouvelle ligne et la première , sera celui qu'on

chercha {^Geom. 218).

Il suit de ce qui précède, que pour que deux lignes

Ccmil. de la Geom. 4^ édit. 2
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Fig. i5. dans l'e?pace soient parallèles entre elles, il faut que

chacune d'elles soit parallèle à deux plans qui ne le

soient pas entre eux ; et alors une de ces lignes est pa-

rallèle à tous les plans qu'on peut mener par l'autre.

PROBLÈME.

22. Mener par un point donné une ligne parallèle

à une ligne donnée.

Il faut mener par les projections du point proposé
,

dans chaque plan coordonné , une ligne parallèle à la

projection de la droite donnée sur ce plan ; on aura

ainsi les projections de la droite demandée, sur chaque

plan coordonné.

Fig- 16. P' et V" sont les projections du point donné", N'M'

,

N"M ', sont celles de la droite donnée : ainsi L'H', L'H"

seront celles de la droite cherchée.

PROBLÈME.

23. Trouver les projections d'un point lorsqu'on con-

naît trois plans , sur chacun desquels il est situé.

Nous avons vu qu'un point était donné , lorsqu'on

avait sa projection sur le plan horizontal et sur le plan

vertical • mais un point est aussi donné lorsqu'on a trois

plans qui le contiennent. Alors
,
pour en trouver les

projections , on cherche d'abord celles de la commune
section de deux quelconques des plans proposés; cette

ligne étant coupée par le troisième plan, donnera, dans

son intersection , le point demandé.

On parviendra au même résultat , en cherchant l'in-

tersection de l'un des deux premiers plans avec le troi-

sième ; on aura par là une seconde droite qui sera dans

le même plan que la première ; il sera facile de trouver

le point de rencontre de ces deux lignes, par ce qui R

été dit plus haut (i3).
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Nous n'entrerons pas dans le détail de ces diverses Fig. iO.

opérations
,
qui n'auront point de difliculté, si on les

exécute successivement , comme il a été dit pour cha-

cune d'elles. On peut rendre le travail plus facile , en

traçant au crayon toutes les lignes de construction , et

ne mettant à l'encre que les résultats : lorsque chaqusi

opération partielle est finie, on efface les lignes qui s'y

rapportent, et la figure alors n'est pas compliquée.

24. Remarque. La manière la plus simple de faire

connaître un point en employant trois plans, est de les

supposer perpendiculaires entre eux; et cela revient à

donner les distances du point proposé à trois autres

plans parallèles à ceux-ci.

En effet, si on conçoit trois plans BAC, BAD et Fig. 17.

DAC, perpendiculaires entre eux, et qu'on sache qu'un

point M de l'espace est placé à une distance MM' du
premier , MM" du second , et MM" du troisième , il

suit de la propriété qu'ont deux plans parallèles d'être

également éloigné.^ l'un de l'autre dans tous leurs

points, que si, aux distances données, on mène les

pians M'-'MM", M'"MM',, M"MM', respectivement pa-
rallèles à chacun des plans BAC, BAD et DAC, le

point proposé se trouvera dans leur rencontre mutuelle.

Les plans M'MM", M"'MM', M"'MM', forment, avec

les plans coordonnés BAC, BAD, DAC, un parallé-

lépipède rectangle, ^i l'on mène la diagonale AM' dans

la face horizontale , on aura , commue on sait,

AWz=zM'M.-\-AM';

mais à cause des parallèles, iJ/M' est égale à MM", et

AM l'est à M^M ;
par conséquent

AM' z= MM" -f MM'^

La diagonale intérieure AM , menée du point de
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Fig. 17. rencontre des trois plans coordonnés, au point proposé,

est évidemment l'hypoténuse d'un triangle rectangle
AM'M , et par conséquent

AM ~ AM' + MM' ;

mettant au lieu de AM' sa valeur, trouvée plus haut,

il en résultera

AM = MM' + MM" 4- MM'" :

ce qui fait voir que lè quarré de la dutance d'un point

quelconque de l'espace à celui où les trois plans coor-

donnés ic rencontrent , est égal à la somme des quarrés

des distances du point proposé à chacun de ces plans.

Trois plans qui se coupent forment huit angles trièdres,

dans chacun desquels on peut trouver un point sembla-

ijlement placé •, mais en désignant de quel côté de ces

plans tombent les distances données , on particularise

l'angle trièdre que Ton considère.

Lorqu'un point est donné par une ligne et un plan
,

cela revient au même que s'il était donné par trois

plans ; car il faut employer au lieu de la ligne donnée

ses deux plans projetans.

PROBLÈME.

26. Trouver l'intersection d'un plan et d'une ligne

droite.

On cherchera l'intersection de l'un des plans proje-

tans de la droite donnée avec le plan proposé j la ligne

qui en résultera se trouvant à-la-fois sur l'un et sur

l'autre de ces plans , rencontrera la ligne donnée dans

le point où celle-ci coupe le plan proposé,

fi". 18. Toutes ces opérations peuvent s'exécuter successive-

ment par ce qui a été dit , n° i3 : N"OM' représente le

plan donné -, QÇ)" et A^M' sont les projections de la
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droite dont on cherche la rencontre avec ce plan : par Fig. 18.

conséquent N"A'M' est l'un de ses plans projetans , celui

qui est perpendiculaire au plan horizontal ; M' et N'
sont deux points de la commune section de ce plan

avec le plan donné : N"iV/ est donc la projection de

l'intersection de ces plans, sur le plan vertical, et P" la

projection , sur le même plan , du point de rencontre

de la ligne qu'on vient de déterminer et de la ligne pro-

posée
, ou, ce qui revient au même, de l'intersection

du plan donné avec cette dernière.

Si on mène P"P' perpendiculairement à AB, elle dé-

terminera sur iYM', le point P', projection horizontale

du point demandé.

PROBLÈME. '

26. Connaissant les communes sections d'un plan

avec chacun des plans coordonnés , construire ce plan , Fig. 19.

c'est-à-dire , trouver pour chaque point du plan hori-

zontal, la hauteur de celui qui lui correspond dans le

plan incliné.

Concevons que le plan proposé , G'GjN", soit coupé

par des plans verticaux, parallèles à sa commune sec-

tion avec le plan horizontal ; il ne s'agira plus que de

faire passer par la projection du point dont on voudra

connaître la hauteur , un de ces plans verticaux et de

construire sa commune section avec le plan proposé,

§oit M' la projection du point cherché : il est évident

que WN, menée parallèlement à G'G représentera la

commune section du plan vertical
,
parallèle à cette

droite avec le plan horizontal ; et élevant iYN" perpen-

diculairement à AB , on aura (i3 et i4) le point N" où

la ligne MIN", intersection du premier et du plan pro-

posé, rencontre le plan coordonné DAB. Mais comme
cette ligne est parallèle au plan ABC , la hauteur de
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î'ig. Tg. tous ses points au-dessus de ce plan sera constante et

déterminée par NIS".

Si on mène N"M" parallèle à AB et M'M" perpendi-

culaire à cette ligne, le point M" sera la projection du
point cherché sur le plan vertical.

27. Pour avoir l'angle que le plan incliné G' GIS" fait

avec l'horizontal BAC, on imaginera du point M' dans

le plan horizontal , et du point M qui lui correspond

dans le plan incliné, des perpendiculaires abaissées sur

leur commune section GG'; elles formeront le triangle

rectangle M'G'M , dans lequel on connaîtra G'M' et

M'M , et que l'on pourra par conséquent construire ;

l'angle M'G'M sera l'angle cherché.

28. Remarques. Connaissant l'angle M'G'M et la

commune section G'G du plan proposé avec le plan

BAC, on pourrait construire le premier de cette ma-

nière : par le point M', pris à volonté sur ie plan hori-

zontal , on mènerait NM' parallèle à GG', et abaissant

Ja perpendiculaire M'G', sur G G', on ferait l'angle

MG'M' égal à l'angle donné
;
par cette opération , la

hauteur MM' du point M , au-des&u.s du plan horizon-

tal , serait délenninée.

29. Cette manière de donner le plan n'est pas diffé-

rente de la précédente ; car alors le plan horizontal

reste le même , et le plan vertical se trouve perpendi-

culaire à la commune section du plan horizontal avec

le plan incliné : on prend donc au lieu du plan de pro-

jection BAD , le plan MG'M'.

MG' est la distance du point M à la commune section

du plan N "GG' avec le plan horizontal ; et comme elle

est prise perpendiculairement à GG', il s'ensuit qu'eu

faisant tourner le plan proposé autour de cette dernière;,
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pour le rabattre i-ur le plan horizontal , la droite G'M Fig- 19.

viendra se coucher sur G'M' (8) : le point M tom-
bera alors en m. En opérant de même sur plusieurs

points , on trouverait leurs positions respectives dans

le plan G'GIN", qui les contient tous.

5o. Si , connaissant l'angle MG'M' et la commune
section G'G, on voulait trouver l'intersection du plan

incliné avec le plan vertical , on y parviendrait en me-
nant par un point quelconque M' de la ligne M'G' per-

pendiculaire à la commune section, une parallèle à cette

commune section , et par le point A' où elle rencontre-

rait le plan vertical, on élèverait Nîs" égale à M'M et

perpendiculaire sur AB
;
par le point N" ainsi trouvé

et le point G, on mènerait GN" qui serait la commune
section du point cherché (*).

PROBLÈME.
3i. Mener par un point donné un plan parallèle à

un plan donné.

D'après ce qui a été dit , n° i5, les communes sec-

tions du plan cherché avec les plans coordonnés doi- Fig. 10.

vent être parallèles à celles de ces mêmes plans avec le

plan doimé ^ il ne s'agit donc que d'en trouver un point

pour pouvoir les mener. Or, si l'on conçoit par le point

proposé, une droite parallèle à la commune section du

plan cherché avec le plan horizontal , elle sera toute

entière dans le plan cherché, et elle rencontrera le plan

vertical dans un point qui sera placé sur la commune
section de l'un et de l'autre de ces plans.

(*) Il est aisé d'employer cette construction à la recherche de l'in-

tersection de deux plans tjui se coupent dans une ligne parallèle à

AB {^'oyez n" 14 )i c.ir elle offre le moyen de transporter les don

nées sur un plan vertical autre que celui qu'on avait choisi d'abonl

pour l'un des plans coordonnes.
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Fig. 20. Ponr faire l'application de ce qui précédée, soit

M'JiM" le plan donné, P' et F" les projections du point

donné; ou mènera F'E parallèle à M'AI -^ élevant en-

suite EE" parallèle et égale à PP" , le point E" sera le

point de rencontre du plan vertical et de la ligne menée
par le point donné

,
parallèlement à M'31 : il appartien-

dra donc à la commune section du plan cherché avec le

plan vertical DAB ; et N'W passant par le point E" et

parallèle à M"3I, sera cette commune section (20).

Par le point N , on mènera TN'N' parallèle à MM' -,

ce sera la commune section du plan cherché avec le

plan hori2X)ntal.

THÉORÈME.
3a. Vne ligne et un plan sont réciproquement per-^

pendiculaires , lorsque les projections de cette lis;ne sur

le plan horizontal et sur le plan vertical , sont respecti-

vement perpendiculaires aux intersections du plan in-

cliné avec ces mêmes plans.

En effet, la ligne proposée et sa projection sont dans

lit! même plan qui est perpendiculaire à-la- fois à celui

sur lequel on projette et au plan proposé ; donc réci-

proquement le plan proposé et le plan sur lequel on

projette sont perpendiculaires au premier; leur com-'

mune section lui sera donc perpendiculaire, ainsi qu'à

toutes les lignes qui passent par son pied, et la projec-

tion est une de ces lignes,

fjg. 21. Ainsi la ligne LTI étant perpendiculaire au plan in-

cliné M'MM", tout plan passant par cette droite sera

perpendiculaire à celui-ci ; le plan projetant L'HM'
remplira donc cette condition ; mais

,
par sa définition

,

il est perpendiculaire au plan horizontal BAC ; donc ce

dernier et le plan incliné lui seront tous les deux perpen-

diculaires. Leur commune section M' il/ jouira aussi de
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cette propriété, et elle tombera à angles droits sur toutes Fig. 21.

les lignes menées par son pied dans le plan dont on vient

de parler ; elle sera donc perpendiculaire à L'M', pro-

jection horizontale de la droite L'H. On raisonnerait

de même pour la projection verticale.

PROBLÈME.

33. Mener par un point donné une ligne perpendi-

culaire à un plan donné.

Il faut mener de chacune de? projections de ce point, Fig. 22,

des perpendiculaires snr les communes sections du plan

proposé avec les plans coordonnés, et ces perpendicu-

laires seront les projections de la ligne cherchée.

U et L" étant les projections du point donné , L''E"

etL'E', perpendiculaires l'une àWM , l'autre à M'3/,

seront les projections de la ligne cherchée
,
qui passe par

le point donné, et est perpendiculaire au plan M'iîiM".

PROBLÈME.

34. Mener par un point donné un plan perpendicu-

laire à une droite donnée.

Il est évident que les communes sections du plan

cherché, avec chacun des plans coordonnés, doivent

être perpendiculaires sur les projections de la droite

donnée. Si on conçoit par conséquent un plan dont les

communes sections satisfassent à cette condition , il ne

s'agira plus que d'en mener un autre qui lui soit paral-

lèle , et qui passe par le point donné, >

Pour effectuer cette construction, on mènera per-Fig. i-

pendiculairement à FM' et par P', projections de la

ligne et du point donnés, la droite P' Q qui sera paral-

lèle à la commune section du plan cherché avec le plan

horizontal. Si on la regarde comme la projection sur le

plan horizontal d'une ligne qui lui soit parallèle^ et qui
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l'ij. 23. passe par le point donné, on construira, comme on l'a

fait (3i ) , la rencontre de cette dernière avec le plan

vertical
,
qui aura lieu en Q"

; et menant par ce point,

Q'tï/ perpendiculaire à £'M", ce sera la commune sec-

tion du plan cherché , avec !e plan vertical : la ligne

MM' perpendiculaire à FM' sera sa commune section

avec le plan horizontal.

Je ne m'arrêterai pas à déterminer le point où la

perpendiculaire rencontre le plan donné ; car cela re-

vient à trouver l'intersection d'une ligne et d'un plan
,

problème résolu, n° q5 : connaissant ce point, ainsi

que celui par lequel a été menée la perpendiculaire , on

en trouvera la longueur, parce qui a été dit, n° 16.

35. Remarque. Les deux problèmes précédens peu-

vent êtve posés et résolus d'une manière plus simple ,

qu'il est bon de connaître.

Dans le premier, où il s'agit de mener par un point

proposé une ligne perpendiculaire à un plan, ce plan

peut être donné par son inclinaison sur le plan horizon-

tal et par la ligne suivant laquelle il le rencontre.

Fis- 2|. Ainsi L étant la projection sur le plan horizontal , du

point par lequel on veut mener une ligne perpendicu-

laire au plan M.' MM.", il faudra tirer de ce point une

perpendiculaire LM à. la droite M'31; ce sera la projec-

• tion horizontale-de la ligne cherchée qui doit se trouver

elle-même dans le plan vertical élevé sur cette projec-

tion. En le prenant pour un des plans coordonnés , on y
construira le point L" placé à une hauteur Lh" au-

dessus de sa projection, égale à celle qu'on connaît ; et

menant L"0" perpendiculaire à M"M ce sera la ligne

demandée, et en même temus la plus courte distance

du point donné L" au plan M'MM".
Supposons qu'une ligne soit donnée par sa projection
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horizontale LM , et par sa situation respectivement à Fig. 24.

cette projection dans le plan ^ertical DAB , et qu'on

veuille lui mener un plan perpendiculaire
,
par un point

donné : P' étant la pioje' tion de ce point sur le plan

horizontal, on conttiuira sa jjrojecfion verticale P", et

menant P"0" perpencliculaire sur EV , on aura la com-

mune section du plan d-maudé avec le pian vertical;

on élèvera ensuite MM.' perpendiculaire à EM , ce

sera la commune section de ce même plan avec le plan

horizontal.

P R O B L ÈM E.

36. Faire passer un plan par trois points donnés.

11 faut joindre les trois points par deux lignes droites,

chercher les rencontres de chacune d'elles avec l'un des

plans coordonnés, l'horizontal par exemple; les deux

])oints qu'on trouvera de cette manière détermineront

la commune section dû plan proposé avec le plan hori-

zontal. Il ne restera plus qu'une condition à remplir,

c'est d'assujétir ce plan à passer par l'un quelconque

des points donnés, ainsi qu'on l'a fait n° 3i.

M', N', P', sont, sur le plan horizontal, les projec- pig. aS.

tions des trois points donnés; M" N", P", leurs projec-

tions sur le plan vertical j ainsi les lignes qui joignent

ces trois points dans l'espace , et qui déterminent le plaa

cherché, ont pour projections horizontales \ -../p/ f

,

. ; . , fM"N"l , . ^,
et pour projections verticales \ -|»j|"p/7 f

j '^^ points E

et F' sorit les rencontres de, deux droites données avec

le plan horizontal , trouvées par le procédé du n® 1 1 :

par conséquent E'F' est la commune section du plaa

cherché avec le plan horizontal.

Pour trouver la commune section sur le plan vertical.
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Fig. 25. on a mené, conformément au n" 3i , M'G parallèle à

E'F, GG" perpendiculaire à AB et égale à MW ; les

points G" et H déterminent la commune section sur le

plan vertical.

37. On peut construire le même problème, en imagi-

nant que par l'un des points donnés et chacun des deux

autres, on ait mené deux plans verticaux, et qu'on les

ait ensuite rabattus sur le plan horizontal , en les faisan^

tourner autour des lignes qui joignent les projections

horizontales des points par lesquels ils passent (17).
Fig. 26. On prolongera les lignes MN et MP jusqu'à ce

qu'elles rencontrent leurs projections sur le plan hori-

zontal
, ce qui donnera les points E'et F' de la commune

section du plan cherché avec celui-ci.

On voit par ce qui a été dit, n° 27, qu'en menant
G'M' perpendiculaire surF'E', et construisant le trian-

gle rectangle G'M'M", dans lequel M"M' est égal à M'M,
l'angle M"G'IVr mesurera l'inclinaison du plan, cherché,

V sur le plan horizontal.
\

38. Corollaire. Il n'est pas moins clair que F'M et

E'M sont les distances du point M de l'espace à chacun

des points F' et F/, où ces droites rencontrent le plan

horizontal ; on connaît donc les trois côtés du triangle

formé par le point M et ces derniers, et on le construira

en le supposant rabattu sur le plan horizontal , après,

avoir tourné autour de F'E' : il est représenté dans la

figure en F'mE'.

On aura donc aussi l'angle F'mE', formé par les

deux lignes E'M et F'M, lorsqu'elles se trouvent dans

leur situation réelle.

Il est à propos de remarquer qu'en pliant le plan de

îa ligure suivant les lignes E'M', F'M' et E'F', les

triangles E'M'M, F'M'JVt et F'mE'. se réuniront tous
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par un de leurs angles au point M ; ils formeront alors FJg. 2G.

un tétraèdre dont cette figure ofFre le développement.

PROBLÈME.

39. Deux plans étant donnés, trouver Vans^le qu'ils

font entre eux.

On sait que l'angle de deux plans se mesure par celui Fig. 1-.

de deux perpendiculaires menées dans chacun de ces

plans , à un même point de leur commune section.

Il ne s'agit donc que de construire ces lignes; or elles

déterminent un plan perpendiculaire à l'intersection

des plans proposés : il suit de là qu'après avoir trouvé

les projections de cette intersection, comme on l'a vu
n^" i3, il faudra, par un point pris arbitrairement sur

cette ligne, lui mener un plan perpendiculaire dont on.

coni^truira les communes sections avec chacun des plans

proposé.s. Ces deux dernières droites se coupant au

point par lequel on a mené le plan perpendiculaire, il

sera facile d'en trouver l'angle
,
par ce qui a été dit au

n" précédent , et cet angle mesurera l'inclinaison des

plans donnés.

Tel est le procédé général qu'on peut suivre pour

résoudre la question proposée ; il ne dépend que des

problèmes déjà résolus : cependant on peut diminuer

le nombre des lignes qui entrent dans la construction^

,

en choi^issant convenablement le point par lequel on

mènera le plan perpendiculaire,

Yoici le détail d une construction qui m'a été com-

muniquée par M. Monge , et qui est une des plus simples

qu'on puisse tronver pour ce cas.

Supposons que les deux plans donnés soient H'^T*,

H'GF", et que la projection de leur commune section

sur le plan hopizontal soit la ligne H'F; je construis

dans le plan vertical passant par cette droite, Tinter-
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JFif; 37» section des deux plans donnés , en élevant FF perpen-^

diculairement sur FH' et égale à FF"; ensuite par un

point M', pris à volonté sur H'F, j'élève un plan per-

pendiculaire à la ligne FH' (35) : je trouve ainsi la

droite PM'qui est la commune section de ce plan et du

plan vertical FFH'. Mais si on fait tourner le premier

autour de sa commune section L'N' avec le plan hori-

zontal , la ligne PM' étant perpendiculaire sur M'N',

viendra tomber nécessairement sur H'M' (8) , et le

point P se trouvera en P' ; le triangle formé par les trois

points L', P , N' ne changera dans aucune de ses di-

mensions par ce mouvement : il sera donc exactement

représenté par L'P'N', et l'angle en P' sera celui des

deux plans donnés.

PROBLÈME.

40. Un plan étant donné , ainsi quune lig^ne droite

située dans ce plan , mener par cette droit? un second

plan qui fasse avec le premier un angle donné.

On construira un plan perpendiculaire à la ligne don-

née , et passant par un point pris à volonté sur cette

ligne ; on en cherchera la rencontre avec le plan donné,

et il faudra mener dans le plan perpendiculaire une

droite qui fasse avec celle-là l'angle donné.

Il est facile de retourner la solution du problème

précédent, pour l'appliquer à celui qui nous occupe

maintenant.

En effet, les données sont alors, 1" le plan H'FF";
2° le plan vertical FH'F qui se trouve rabattu sur le

plan horizontal. On construira L'N' et le point P',

comme dans le problème précédent, et on fera sur L'P'

l'angle L'P'IN' égal à l'angle donné
;
par le point IN' ainsi

déterminé , on mènera H'G , ensuite on tirera GF", et

on aura le plan cherché H'GF".
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PROBLÈME.
4.1. Connaissant tangle que deux lignes font entre

elles , et celui que chacunefait avec une verticale même
par leur point de rencontre, trouver la projection du
premier an^le sur le plan horizontal. Fig 2S.

On peut considérer le point de rencontre des droites

proposées avec la verticale , comme le sommet d'une

pyramide triangulaire dans laquelle on connaît les trois

angles que ses arêtes font deux à deux ; cette pyra-

mide a d'ailleurs pour bas* un plan perpendiculaire à

l'une de ses arêtes, puisqu'elle repose sur le plan hori-

zontal : avec ces données, on peut la développer.

En efFet, si on conçoit que la face DAG' tourne au-

tour de AD
,
pour venir s'appliquer dans le prolonge-

ment de la face DAE , il est aisé de voir que dans ce

mouvement le point G' ne sortira pas du plan horizon-

tal
,
puisque AD est une verticale, et que par consé-

quent AG' lui est perpendiculaire : DG sera donc de la

même grandeur que DG' ; et dans le triangle rectangle

DAG on connaîtra l'angle ADG
,
qui est celui que

l'une des lignes proposées fait avec la verticale AD
^

et dont la valeur est donnée priori , ou prise à volonté.

On déterminera par conséquent les deux côtés AG et

DG; et oa opérera de même sur le triangle DAjE. En-
suite lorsque AG et DG, AE et JJE, seront connus , on

construira le triangle DEG", dans lequel l'angle EDG'
est égal à celui que les droites proposées font entre elles,

et le côté DG" est la même chose que DG. Ayant ob-

tenula grandeur de EG", on voit qu'en faisant touj ner

le triangle EBG" autour de T>E , et le tiiangle ADG
autour de AD, les points G et G" doivent se réunir à

l'angle G' de la pyramide : on aura donc la base de ct^tte

pyramide en décrivant le triangle AG'E sur les trois

côtés Ai?, AG GlEG",
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Fig. 28. L'angle EAG' sera la projection demandée de l'angle

£DG'.
Si l'un des angles compris entre la verticale et les

i'jg. 28*, lignes proposées , était droit , ADG, par exemple , la

ligne DG ne rencontrant plus AG', la constructien ci-

dessus ne pourrait s'effectuer ; mais il est aisé de voir

qu'on y suppléerait, en prenant DG à volonté , abais-

sant GG' perpendiculairement sur AG' ; car on obtien-

drait EG', en construisant le triangle GG'E, rectangle

en G', dans lequel GG' est donné, et G'E résulte du
triangle G'AE : le triangle GDE se forme comme le

triangle EDG" de la figure relative au premier cas (*).

PROBLÈME.
42. Deux lignes droites étant données sur un plan

,

par leur point de rencontre , en mener une troisième qui

fasse un angle avec chacune d'elles.

Fig. 29. Les trois lignes que nous considérons forment un angle

trièdre , lorsqu'on les lie par les plans qui les contiennent

deux à deux ; et on peut le développer en faisant tour-

ner deux de ses faces jusqu'à ce qu'elles tombent sur les

prolongemens de la troisième.

Soient FAE', E'AH', H'Af, les trois angles donnés :

si on prend sur les côtés AF et Af , des points F et f

également éloignés du sommet A, il est aisé de voir que

ces deux points doivent se confondre , lorsque les plans

sont réunis dans leur position naturelle ; mais il n'est pas

moins évident (8), que les perpendiculaires FF et ïf,

abaissées sur les droites AE' et AH', autour desquelles

se fait le développement, décriront des plans perpendi-

culaires à ces lignes, et que ces derniers rencontreront

{^) Ce proLlème a son application en Trigonométrie, pour réduire

au plan horizontal, les angles observés sur des plans inclinés
; il peut

aussi se fésoudre par la Trigonométrie sphérique ( Tiig. n" C2.).

le
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îe plan horizontal suivant FF' et f F; le point F' appar- Fig. ag.

tiendra par conséquent à la commune section des plans

que nous considérons, et qui sera la verticale élevée

par ce point. C'est sur cette ligne que doivent se trou-

ver réunis les points F et f ; la droite AF' est donc la

projection horizontale de l'arête supérieure de l'angle

trièdre, lorsque cette arête est dans sa position natu-

relle. Le point A étant celui où elle rencontre le plan

horizontal , il suiïlt
,
pour la déterminer entièrement , de

parvenir à connaître la hauteur d'un autre de ses points
j

mais nous observerons que les points F et f qui lui ap-

partiennent, décrivent chacun un cercle dans le déve-

loppement , et ces cercles sont situés dans les plans

engendrés par Fi'' et f/. Si donc l'on construit l'un de

ces cercles, en supposant son plan rabattu sur le plan

horizontal, il déterminera la hauteur du point de l'es-

pace où se fait la réunion des points F et f.

Sur FF, comme rayon , on a décrit le demi-cercle

FF"; et la perpendiculaire F'F", qui n'est autre chose

que la commune section des plans verticaux élevés sur

FF' etfF', donne la hauteur du point cherché au-dessus

du plan horizontal.

Si on tire FF", cette ligne sera la projection de l'arête

supérieure de l'angle trièdre, sur le plan vertical élevé

par la ligne FF' j on aura donc les deux projections de

cette arête : elle sera par conséquent déterminée.

43. Corollaire. L'angle F'FF' est égal à celui que

les deux plans FAE' et E'AH' font entre eux, lorsqu'ils

sont dans leur situation naturelle ; car il est évident que

le plan F"FF' est perpendiculaire à leur commune
section AE', et que FF" n'est autre chose que FF
rapportée dans ce plan.

44- Remorque. Le problème précédent cessera d'être

Compl. de la Céom. 4^ édit. 3
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Fig, 29. possible, lorsque l'un des trois angles donnés sera plus

grand que la somme des deux autres ; la construction

indiquée ci-dessus , fait connaître cette impossibilité

,

parce qu'il arrive alors que le point F' tombe hors du
cercle décrit sur FF.
On peut se peindre facilement ces exceptions, en se

représentant les deux cônes droits décrits par les angles

E'AF et H'Af , lorsque ces angles tournent respective-

ment autour de leurs côtés AE' et AH'. Le problème

n'est possible que lorsque ces cônes se coupent ou se

touchent ; mais cela n'aura pas lieu si l'un embrasse

l'autre tout entier , ou si leurs bases , trop petites

ou trop éloignées l'une de l'autre , ne se rencontrent

pas.

45. On peut renverser la question , et se proposer

de trouver le développement de l'angle trièdre formé

par les deux droites AE', AH', et par une troisième

dont AF' serait la projection horizontale , FF" la

projection verticale ; alors il faudra déterminer les

angles FAE' et fAH'. Toici comment on y parviendra :

on prolongera FF' indéfiniment, et on décrira sur FF"
un demi-cercle qui fera trouver le point F, et AF sera

l'une des droites cherchées. On opérera de même dans

la recherche de Af.

On voit donc qu'on a tout ce qu'il faut pour la

construction d'un angle trièdre , lorsqu'on connaît l'une

de ses faces , la projection sur cette face de l'arête qui

lui est opposée , et la hauteur d'un point de cette arête

au-dessus de sa projection.

46. Lemme. Si par un point quelconque de la com-

mune section de deux plans ^ on élève, en-dehors de

l'angle qu ils forment , une perpendiculaire sur chacun,

ces lignes feront un angle qui aura la même mesure
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que le supplément de lan^le dièdreformé par les plans

proposés.

En effet, les droites menées comme on vient de le

dire , se trouveront dans le plan perpendiculaire à la

commune section des plans proposés -, et si on suppose

que AE et AF soient les intersections de ceux-ci avec i-ig, 3o.

le premier, il est aisé de voir que les angles EAF et eAf

«ont supplémens l'un de l'autre ; car si des quatre angles

droits formés autour du point A , on retranche les deux

angles droits fAE et FAe, il restera les deux angles EAF
et eAf , dont la somme vaudra par conséquent deux

droits.

THÉORÈME.

47. Si par le sommet d'un angle trièdre et en dehors

de cet ans;le , on mène des droites perpendiculaires à
chacune de ses faces , les plans qui contiennent ces

lignes deux à deux formeront un nouvel ang/e tritdre,

dans lequel les angles des arêtes seront supplémens des

angles des faces du premier^ et les angles des arttes de

celui-ci seront supplémens de ceux des faces du nouvel

angle tnèdre.

Soit Ae la droite perpendiculaire à la face AFG ; elle Fig. 3i.

le sera par conséquent aux lignes AG et AF, menées
par son pied dans ce plan : en raisonnant de même pour

Af et Ag , respectivement perpendiculaires aux plans

AEG et AEF, on formera le tableau suivant ;

f AFAe perpendiculaire sur AFG , l'est sur j . p ;

f AE
Af perpendiculaire sur AEG, l'est sur \ ". ^ ;

f AEAg perpendiculaire sur AEF, l'est sur j .

Mai* on voit que chacune des arêtes du premier angle

3.

.
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Fig. 3i. trièdre se trouve répétée plusieurs fois ; on en conclurs

donc ce qui suit :

AE perpendiculaire sur-! et |-
, l'est au pian Afg ;

Ug3

AF perpendiculaire sur < et / , l'est au plan Aegj

lAgj

AG perpendiculaire sur -? et > , l'est au plan AefJ

lAfJ

Or, en vertu du lemme précédent, les lignes Ae et

Ag font entre elles un angle supplément de celui qui

mesure l'inclinaison des plans AFG et AEF , auquels

elles sont respectivement perpendiculaires ; il en sera

de même des lignes AE , AG , et des plans Afg ,
Aef :

donc les angles des arêtes de l'un des angles trièdres

sont les suppléniens de ceux des faces de l'autre , et

mce versa (*).

48. Corollaire. Il suit de là qu'on peut construire le

développement d'un angle trièdre dans lequel on con-

naît les angles que ses faces font entre elles :

Car, si on développe un angle trièdre dont les arêtes

fassent deux à deux , des angles qui soient les supplé-».

mens des angles donnés , on pourra par les moyens in-

diqués n°* 43 et 43 , trouver les angles des faces de
celui-ci

,
qui , d'après le théorème précédent , seront

mesurés par les supplémens de ceux des arêtes de l'angle

trièdre proposé. Dès qu'on sera parvenu à connaître

ces derniers , on pourra développer l'angle trièdre au-

(*) Ceci repond aus triangles spberiques supplémentaires. ( Trii^. 5o-}
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qael ils appartiennent , et trouver la projection de l'une

quelconque de ses arêtes sur le plan des deux autres.

PROBLÈME.

4,9. Connaissant dans un an^le trièdre , l'angle que

forment deux arêtes ^ et ceux que la face qui les con-

tient fait avec chacune des deux autres, trouver sur

son plan , la projection de la troisième arête.

La question proposée revient à celle-ci : Connais^

sant les angles que deux plans font avec le plan hori-

zontal, et les lignes suivant lesquelles ils le rencontrent,

trouver la projection de leur commune section.

Soient AE' et AeMes communes sections des plans Fi

proposés, avec le plan horizontal j G'E'F, g'e'f, les angles-

que chacun des premiers forme avec îe troisième j en

tirant, par un point g' pris à volonté sur e'g', une pa-

rallèle à Ae', cette droite sera (28) la projection d'une

ligne horizontale menée dans le plan Ae'f à la hau-
teur g'f.

Si on conçoit pareillement une ligne horizontale me-
née dans le plan AE'F, à la même hauteur, elle ren-

contrera nécessairement celle dont on vient de parler^

dans un point de la commune section des deux plans-

proposés; car elles déterminent ensemble un plan pa-

rallèle au plan horizontal : les projections de ces ligner/

se rencontreront par conséquent dans un point qui sera

la projection de l'un de ceux de la troisième arête.

En prenant E'R' égale à g'f, et menant K'F parallèle

à E'G', on trouvera un point F , tel que sa hauteur G'F

au-dessus de sa projection , sera égale à g'f; et par con-

séquent G'O', parallèle à AE'^ sera la projection de la

droite horizontale menée dans le plan AE'F, à la mtme
hauteur que la première que nous avons construite :

O' sera donc la projection d'un point pris sur la com--
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Fig. 32. mune section des plans Ae'f et AE'F, ou sur la troi-

sième arête, La hauteur du point dont O' est la projec-

tion , est donnée par la construction même, puisqu'elle

est égale à G'F, comme celle de tous les points qui

répondent au-dessus des droites g'f et G'F.

PROBLÈME.
5o. Connaissant dans un ans;le ttièdre deuxfaces et

l'angle qu'elles comprennent , construire le développe-

ment de cet ans;le trièdre.

Fig. 33. Supposons d'abord qu'on ait rabattu l'une des faces

données Af/" dans le plan de l'autre AfF; si par un
point y, pris à volonté sur l'arête commune A/", on

élève une perpendiculaire ^f, elle décrira dans le dé-

veloppement, un plan perpendiculaire à cette arête.

C'est dans ce plan que doit se trouver l'angle qui me-
sure celui que les faces données font entre elles ; fai-

sant donc sur fF, l'angle F"fF égal à l'angle connu,

et prenant ^F" égale à ff, on aura ainsi la situation

du point f à l'égard de la ligne fF , lorsqu'il est dans

sa position naturelle. Mais il est aisé de voir que les trois

points y, F" et F, déterminent la base de la pyramide

formée par l'angle trièdre proposé , et le plan qu'on

a mené perpendiculairement à l'arête Af' de plus, la

face qu'on cherche, devant s'appuyer sur AF , et se

réunir avec les triangles Aff et Ffî'\ suivant les lignes

Af et FF", elle ne saurait être que le triangle AFF
décrit sur les trois côtés AF, Af et FF" (*).

('') Ceux de nos lecteurs h qui la irigonome'triesplKTirfiie est fa-

milière, reconndîtronl sans peine, rluns les problèmes prc'ccilens ,

les principales questions de ceue trigonomelrie j et cela leur sufBra

pour résoudre de la même manière toutes celles qui pourront se

pre'senter.
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PROBLÈME.

5i. Les projections d'un point étant connues sur les

plans coordonnés, projeter ce point sur dautres plans

donnes.

La définition que nous avons donnée des projections,

réduit le problème proposé à la recherche de la ren-

contre du plan donné, et de la perpendiculaire menée

sur ce plan par le point qu'on veut projeter de nouveau •

or il n'y a rien là qu'on ne puisse exécuter à l'aide de

ce qui précède.
^

Mais ce qui caractérise particulièrement la question

que nous avons en vue, c'est de marquer sur le plan

donné le point de rencontre dont on vient de parler,

afin qu'en opérant semblablement sur plusieurs pointa

de l'espace , on puisse déterminer leurs projections res-

pectives sur ce plan.

Pour cela il faut déterminer la position de chacune

des projections qu'on cherche
,
par rapport à deux

droites prises dans le plan donné , et dont la situation

soit connue à l'égard des plans coordonnés. La com-
mune section du plan donné avec le plan horizontal, et

celle qu'il aurait avec un plan vertical perpendiculaire

à cette ligne, sont très-propres à cet* usage : il ne s'agit

donc plus que de trouver la distance des projections

cherchées, à chacune de ces droites. Soient WMlS" le f ig-34'

plan proposé, P' et P" les projections du point donné
;

celles de la perpendiculaire menée de ce point sur le

plan proposé , sont P'p' sur le plan horizontal , et e"q"

sur le plan vertical perpendiculaire à 3/N'
,
qu'on sup-

pose ici rabattu sur le plan horizontal après avoir tourné

autour de N'E' : on aura IVq" (35) pour la distance du

point de rencontre de la perpendiculaire et du plan

proposé , à la droite il/iN'>
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ï"ig. 34. Si maintenant on conçoit que le plan NWN" tourne

autour de la commune section MIS', pour se rabattre

sur le plan horizontal, la ligne N'q", qui, dans sa posi-

tion naturelle, est perpendiculaire à MW, -viendra se

coucher sur N'E' 5 d'où il suit que la projection cher-

chée sera à une distance de iî/N' égale à N p ; elle se

trouvera donc sur pp', parallèle à iJ/N' ; mais cette

projection étant dans le plan vertical élevé sur P'p',

elle sera portée sur cette droite , dans le mouvement
supposé, et par conséquent elle tombera en p'.

On pourra j')indre à la projection qu'on vient de

trouver, une autre projection sur le plan vertical pas-

sant par IS'p, en observant que les hauteurs au-des-

sus du plan N'iryM" sont éf^ales aux perpendiculaires,

telles que e"q", abaissées des points proposés, rappor-

tés dans le plan vertiical dont il s'agit, sur N'q'. Or
cette droite se trouve couchée sur IN'p, lorsqu'on a

rabattu le nouveau plan de projection sur le plan hori-

. zontal ; c'est donc par le point p qu'on doit élever pp"

perpendiculaire à JN'p et égale à e"q".

Les nouveaux plans coordonnés sont le plan N'MN"
et un plan perpendiculaire à celui-ci, passant par N'p.

Je me suis un peu étendu sur ce problème
,
parce

qu'il eutre comme auxiUaire dans la solution de beau-

coup d'autres.

62. Corollaire I"- En rapportant de cette manière

deux points sur le plan proposé N'MN", on trouvera

sur ce plan, la projection de la droite qu'ils déter-

minent.

53. Corollaire II. Réciproquement , lorsqu'on con-

naîtra la p-isition d'un point par rapport aux nouveaux

plans que nous venons de considérer, on pourra trouver

ces projections sur les plans coordonnés primitifs.
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On prendra N'q" égale à N p, et élevant q"e" égale ^'g- ^'

à p'p", perpendiculairement sur N'q", on mènera e"P'

parallèle à MN', qui par sa rencontre avec P'p' don-

nera la projection cherchée sur le plan horizontal :

celle-ci étant i-apportée sur le plan vertical DAB, à

une hauteur PV" , égale à E'e", déterminera la projec-

tioji P" sur ce dernier plan.

PROBLÈME.

54. Deux plans étant donnés , ainsi qu'une ligne

droite située dans l'un , mener dans l'autre une ligne

quifasse avec la pi'emiè'i'e un angle donné.

Il est évident que pour que ces deux lignes fassent Fiî^. 35.

entre elles un angle , il faut qu'elles se rencontrent ; et

comme elles sont dans deux plans différens , cela ne

peut arriver que dans la commune section de ces plans.

Cela posé , on fera sur le premier plan ABC
,
qui

contient la ligne donnée G'E , un angle F'G'i? égal à
l'angle connu ; on concevra que cet angle tourne au-
tour de G'E, jusqu'à ce que son autre côté G'F' vienne

s'appliquer sur le second plan CAD ^ et comme le

somruet G' est déjà dans ce plan, il ne s'agit que de

trouver encore un point qui soit sur la droite G'F', prise

dans cette position.

Si on mène sur G'E
,
par le point E , la perpendicu-

laire EF', le point F', dans le mouvement qu'on vient

d'indiquer, décrira un cercle qui rencontrera le plan

CAD au point cherché. Il est aisé de voir que le plan

de ce cercle sera perpendiculaire au plan ABC ; car

étant engendré par la ligne E¥' , il sera perpendicu-

laire à la droite G'E qui se trouve dans celui-ci : mais

les points de rencontre du cercle avec le plan CAD,
doivent être placés sur la droite qui est l'intersection

de ce plan avec celui qui est engendré par EF', et qui
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fig- 3j. contient le cercle dont il s'agit. On a donc dans un seul

plan tout ce qu'il faut pour résoudre la question pro-
posée; car on peut, par le problème précédent, trouver

dans ce plan sa commune section avec CAD , et décrire

le cercle engendré par le point F'.

Supposons donc que le plan décrit par E¥' soit ra-
battu sur le plan horizontal ABC ; sa commune sec-

tion EE" avec le plan vertical étant perpendiculaire à
E¥\ tombera sur G'E, et le point E" sera porté en E :

voilà déjà un des points de la commune section du plan

E"^F' avec le plan CAD. Pour en trouver un autre

,

je cherche la hauteur FF" du point correspondant à F'

dans le plan CAD ; car ce point étant placé dans la

verticale élevée en F', sera aussi dans le plan E"/?F'»

Prenant FF' égale à FF", la droite FE sera la commune
section cherchée du plan CAD avec le plan vertical

élevé sur FF'; le cercle F'Kl<, décrit du point F comme
centre et d'un rayon FF', ]^J rencontre en K et k :

il ne faut plus que rapporter ces points sur le plan ABC,
opération sufiisamment indiquée dans la figure.

Le problème a deux solutions ; car G'F', dans le mou-
vement qu'on lui suppose , décrit un cône qui doit en

général rencontrer deux fois le plan CAD. Il peut arri-

ver aussi que ce plan ne soit que touché par le cône, et

enfin qu'il n'en soit pas même atteint.

Il est à propos de remarquer que l'angle DAB est la

projection sur le plan vertical, de l'angle F'G'F situé

dans la position qu'il doit avoir, et que par conséquent

on aurait pu énoncer la question suivante :

Connaissant la projection d'un angle , et la position

d'un de ses cotés , trouver celle de l'autre.

P R O B L È T».! E.

55. Les projections d'une droite située dans l'espace
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étant données, mener un plan qui passe par cette droite
,

et qui fasse avec le plan horizontal un angle donné.

Soient P'G' et P"G les projections de la droite don- Fig. 3G.

née* supposons que le plan cherché soit N"J/N', et

qu'on ait sa commune section avec le plan horizontal;

il est évident qu'elle doit passer par le point G' , où la

ligne donnée rencontre celui-ci.

Concevons à présent qu'on ait mené par un point P
de la ligne donnée, un plan perpendiculaire à cette com-

mune section ; les lignes P'E', PE', P'P , suivant les-

quelles ce nouveau plan rencontre l'horizontal, le plan

donné et le plan projetant de la droite donnée, forment

un triangle rectangle en P', dans lequel on connaît le

côté P'P et l'angle PE'P' : il est donc facile de le cons-

truire , ce qui déterminera P'E'. ]Mais paire que le

plan PE'P' est perpendiculaire à la ligne G'N', le trian-

gle G'E'P' sera rectangle en E'; on y connaît d'ailleurs

les cotés G'P' et P'E' ; on pourra donc le construire
,

et trouver le point E', ce qui donnera la commune '

section N'G' du plan horizontal avec le plan cherché :

il ne faudra plus qu'assujétir celui-ci à passer par le

point P de la ligne donnée , ce qui sera facile (oi).

La seconde figure de cet article a les mêmes lettres

que la première ; elle renferme de plus la construc-

tion des triangles rectangles e'P'P et G'P'E' ; le pre-

mier a pour côté P'P égal à PP", et l'angle e'PP' est

le complément de l'angle donné. On décrit ensuite sur

G'P', comme diamètre, un cercle dans lequel on prend

la corde P'E' égale à P'e' ; le triangle P'E'G' construit

ainsi, est le même que le triangle P'E'G' de la première

figure.

56. Corollaire. Si le plan cherché devait faire l'angle

donné , non pas avec le plan horizontal , mais avec un
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Fig. 36. plan quelconque , il faudrait projeter la ligne donnée

sur ce plan , ainsi qu'il a été dit, n° 62 ; et le problème

reviendrait alors au précédent. Lorsqu'on aurait trouvé

la commune sect"on du plan donne et du plan cherché,;

on aurait deux droites qui détermineraient ce dernier.;

PROBLÈME.
57. Deux droites qui ne se coupent point , étant

données dans l'espace, trouver leur plus courte distance.

Supposons d'abord que l'une des droites données soit

perpendiculaire au plan horizontal , elle y sera repré-

Fig. 37. sentée dans un seul point M'; et sur le plan vertical,,

sa projection sera ^l/M" perpendiculaire à AB.

On mènera M'P' perpendiculaire à P'H', projection

de la deuxième droite donnée sur le plan horizontal, et

ce sera la plus courte distance demandée.

En effet, on a vu, n° iS, que la distance de deux

points donnés de l'espace, et sa projection sur le plan

horizontal, font partie d'un triangle rectangle, dont la

première est l'hypoténuse, et la seconde le côté; il

^uit donc de Id que celle-ci est plus courte que l'autre.

Or M'P' étant perpendiculaire sur P'H', est la plus

courte de toutes les projections horizontales des dis-

tancés des points pris sur les deux lignes données ; et

cette projection n'est autre chose que la distance de

deux points placés à la même hauteur au-dessus du plan

horizontal , dans l'une et l'autre droite : ainsi , d'après

ce qui précède, il est évident que cette distance est la

plus courte qui puisse exister entre les lignes données.

On trouvera les points où elle a lieu , en cherchant

sur la ligne P"H" le point correspondant à P', et en

prenant sur la projection verticale de l'autre droite

donnée , un point M" placé à même hauteur au-dessus

du plan horizontal.
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Si les droites étalent situées d'une manière qusl- Fig.37,

conque par rapport aux plans coordonnes, on les projet-

terait (Ss) sur un plan perpendiculaire à l'une d'elles;

et la solution qu'on vient de donner serait alors appli-

cable à ce cas général.

58. On peut encore trouver la plus courte distance Fi g. 35.

de deux droi'es M'N' et EF , on prenant par ia pre-

mière un plan H'G' parallèle à la seconde {Géom. 218),

puis en abaissant d'un point quelconque de la seconde,

une perpendiculaire EE' sur ce plan ; cette perpendi-

culaire est la plus courte distance cherchée, et déter-

mine le plan FEE' qui rencontre la droite M'N' au

point P', où cette droite s'approche le plus de EF.

.Voici comment on effectue ces opérations :

EV" -j
Fig. 39;

et > sont les projections de la première ligne donnée -,

celles de la seconde.

E' est le point où la première ligne donnée rencontre

le plan horizontal, et E'L', EL," sont les projections

d'une ligne menée par ce point
,
parallèlement à la

seconde ligne donnée
,
pour déterminer un plan qui

soit parallèle à cette dernière.

On a construit, par le procédé du n° 36, le plan qui

passe par la ligne menée ci-dessus, et par la première

des droites données ; ce plan est G'GG" ; et comme il

est parallèle à la seconde droite donnée , il ne s'agit

plus que d'aîUaisser d'un point quelconque de cette der-

nière, une perperidiculaire sur ce plan : c'est c^ qui a

été fait par le point dont les projections sont O' et O.

On a cherché , ainsi qu'il a ^té dit n° 25 , la rencontre
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rig. 3f). de cette perpendiculaire avec le plan G'GG", et on a

trouvé N'^ et N" pour ses projections.

Afin de connaître le point où la plus courte distance

a lieu, on a tiré par le point JN", parallèlement à MO',
projection horizontale de la seconde droite, une ligne

JN'P' qui est évidemment la projection, sur le plan ho-

rizontal, de la rencontre du plan G'GG", avec un plan

qui lui serait perpendiculaire , et qu'on aurait mené
par la deuxième droite donnée

,
puisqu'elle appartient

à une droite parallèle à celle-ci, et qui passe par le

pied de la perpendiculaire abaissée de cette droite sur

le plan dont il s'agit, ou autrement, c'est la projectioa

de E'F' (/?£:. 38).

Le point P' où la ligne N'P' rencontre la projection

horizontale E'P' de la première ligne donnée, est la

projection du point P' de la fig. 38, et par conséquent

celle du point où la première droite s'approche le

plus qu'il est possible de la seconde. La droite élevée

par ce dernier, perpendiculaii-ement au plan G'GG",

est la plus courte distance demandée ; ses projections

sont P'K', P^K", parallèles à N'O', 1S"0; et on trou-

vera sa longueur par le n° 16.

T H É O R È m'e.

09 . La somme des quarrés des cosinus des angles

qu'un plan quelconque fait avec trois autres perpendi-

culaires entre eux , est égale au quarrë du rayon.

Fi;. \q. Si par le point M , on imagine un plan perpendicu-

laire à la droite AM , les intersections BN', BN" et CN",

de ce plan , avec chacun des plans coordonnés, seront

respectivement perpendiculaires aux projections M'A,
M"A et M"'A de la ligne AM ; et les plans projetans

AN'M, AN"M, AN'^M appartenans à cette droite,

détermineront
,
par leurs jjfitersections avec le plau
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^''^N'^et les plans coordonnés, les angles que celui-ci F'g- 4'''

forme avec chacun des derniers.

Dans Jes triangles AM'M, AM"M, AM"'M, les lignes

MM', MM", MM", représenteront les sinus des angles

MAM', MAM", MAM'^ en prenant AM pour rayon, ou
les coeinus des ansçles AN'M , A^"M , AN"'M , dans les

triangles AW'M, ÀN"M, AÎ\"'M, tous rectangles en M;
d'où il suit (n4) que la somme des quarrésdes cosinus des

angles que fait un plan quelconque avec trois autres per-

pendiculaires entre eux, est égale au quarré du rayon.

60. Lfmme. Si l'on a unejigure quelconque tracée

SU}- un plan incliné , et qu'on la projette sur le plan

horizontal
,
par des perpendiculaires abaissées de tous

les points de son contour sur ce plan , l'aire de la

projection sera à celle de la figure proposée *comme le

cosinus de l'angle des deux plans est au rayon.

En effet, soit un trapèze MNPQ , dont les côtés MN Fig. 4r.

€t PQ soient perpendiculaires à la commune section AC
des plans BAC et DAC ; il est aisé de voir que les

longueurs des projections M'N' et P'Q' sont à celles

des côtés correspondans MN et PQ , comme le cosi-

nus de l'angle M'G'M est au rayon ; car, à cause des

parallèles MM' et NN', on a

N'M : NM :: G'M' : G'M :: cos M'G'M : rayon.

Les triangles P'H'P et O'H'Q , sont semblables aux

triangles N'G'N et M'G'M ; les parties des premiers

seront par conséquent dans les mêmes rapports que

celles des seconds.

De plus , il est clair que le trapèze MNPQ et sa pro-

jection M'N'P'(^' sont de la même largeur ; ils doivent

donc être dans le rapport des sommes de leurs cotés

parallèles, ou, ce qui revient au même, dans celui diS

leurs longueurs : on a donc

M'N'P'Q' : MNPQ :: cosM'G'M : rayon.
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Fig. 42- Ce que nous venons de dire du trapèze , convient à un

triangle quelconque. En effet , soit le triangle ABC situé

dans un plan incliné dont la commune section avec le

plan horizontal soit G'H' ; si on mène AD et CE, per-

pendiculaires à cette ligne , et qu'on tire par le point B ,

la droite DE parallèle au côté AC, il est évident que

le triangle ABC sera moitié du parallélogramme total

DACE, car ils auront l'un et l'autre même base et même
hauteur; et cette dernière figure ayant ses côtés per-

pendiculaires à la commune section G'H', sera dans

le cas du raisonnement que nous avons fait pour le tra-

pèze MNPQ de la fig. 41.

Toute figure pouvant être partagée en trapèzes et en

triangles, il s'ensuit que la proposition du lemme est

générale , comme le porte son énoncé.

61. Corollaire. Il suit du théorème et du lemme

précédent
,
que si l'on, projette une figure plane quel-

conque , sur trois plans perpendiculaires entre eux , la '

somme des quarrés des aires de ses projections est égale

au quarré de Faire de lafigure proposée.

Pour démontrer cette vérité , soient i> l'aire de la figure

proposée , S', S" et S'", celles de ses projections ; en

nommant A' l'angle que le plan qui la contient fait

avec le premier des plans coordonnés , A" celui qu'il

fait avec le second , A'" celui qu'il fait avec le troisième,

et R le rayon des tables trigonométriques , on aura

S : S' : S" : S'" :: R : cos A' : cos a" : cos a"',

«t en prenant les quarrés
,

g, . g.. . §/'. . s""> :; R=^ : cos a'^ : cos A"* : cos a'*^ ;

d'où on tire

s^ : s'"-fS"'-i-S"'^ :: R*: cosA'^+cosA"^-{-cosA"'^;

mais par le théorème cité, les deux derniers termes de

cette
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cette proportion sont éga-jx entre eux : il en sera donc
f;^. /^^

de même des deux premiers.

On ne saurait concevoir en Géométrie le quarré d'une

aire, pui'-que cela supposerait quatr»^ dimen.'-ions ; mais

il faut entendre ici que cette aire et s-e? proiertion? sont

entre elles dans des rapports de lignes telles
,
qu° le

quarré de la première est éî?;al à la .-omme des qnarrés

des trois autres. Il suit de là que le quarré du nombre

d'unités de Taire de la figure proposée , est égal à

la somme des quanés de chaque nombre d'unités pa^

reilles contenues dans ses projections.

62. Remarque. On peut arriver immédiatement à

un théorème sur les tétraèdres rectangulaires, qui n'est

qu'un cas [)artiriilier de la proposition précédente

En eifet, soit ABCD une pyramide triangulaire dont

trois faces soient perpendiculaires entr». -l'es; il suit de

cette hypothèse que les triangles DAC , D AB et BAC
,

jr,;„ «,

qui forment ces faces, sont les projections :!a triangle

îiypoténusal BDC : mais à cause que AD est perpen-

diculaire sur le plan BAC , ou a

in â .^ r ' ^^"^ O" *''^
>
en quarrant

,

2
'

dTc + 515" = ^f' X aT/+ Iir X Ig
^ ^^

/AC -h AB \ —7-^.^
, ,= l

7
) X AD. De plus, le triangle rectangle

BAC, donnant

âc^-I-âb'=bc*

il vient DÂ^+DAB=Ç£><i£.
4

Compl. de lu Géom. 4* édit. Â
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Fi". 43- ^^^^ mené par la ligne AD, le plan DAE perpendicu-

laire sur BC; il rencontrera BAC et DBC , suivant les

droites AE et DE, toutes deux perpendiculaires à BC
;

on aura donc

BAC= 5£ï<i^e,BCD=îi^l><25;
2 2

quarrant les deux membres de chacune de ces équa-

tions, et ajoutant !a première, ainsi préparée, avec celle

qu'on a déjà obtenue , on trouvera

Bc'xÂd'^
, Bc'xlË^DAC + DAB 4- BAC = ^- \-

4

=(
AD 4- AE \ —

^

-7 )X.BC.

Mais on a dans le triangle rectangle DAE,

donc

Bc'x DE'
DAC -f DAB + BAC =

^

4

c'est-à-dire = BCD , en vertu de la seconde équation

trouvée plus haut.

Jl serait facile de déduire de ce théorème la propo-

sition générale contenue dans le corollaire précédent. '

Elle a été publiée pour la première fois, par Tinseau

dans le tome IX des Savons etrans^ers ; mais Degua la re-

vendique dans les Mémoires de lAcadémie des Sciences,

pour 1780 (page 38i ) , où il traiie spécialement des

pyramides triangulaires (*).

C) Cette proposUion est aussi importante pour la tliéorie des

surfaces rourlics, que celle du iriaDgle reclansile Test pour la recti-

fication des courbes.
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DE LA SPHÈRE.

PROBLÈME.

63. Trouver la position et la grandeur du cercle qui

eit l'interjection de la sphère et d'un plan donné.

Il sviVit pour cela {Géom. 286) d'abais^ser une per-

pendiculaire du centre de la sphère sur le plan coupant
j

et ayant déterminé la rencontre de cette ligne et du

plan proposé, on aura le centre du cercle demandé.

L'opération sera très-simple, si on prend le plan des r- ,/

projections verticales DAB, perpendicblane a la com-

mune section AC du plan proposé et du plan horizon-

tal, ce qui est toujours possible : alors O' et O" étant

les projections du centre de la sphère, si on la suppose

coupée par un plan vertical mené par la ligne H'O'

perpendiculaire à AC , ce plan passera par le centre

de la sphère , et contiendra la perpendiculaire abaissée

de ce point sur le plan prcpbsé DAC ; mais il est pa^

rallèle au plan vertical DAB : on peut donc imaginer

qu'il vienne s'appliquer sur celui-ci , sans qu'aucune

des lignes qu'il renferme change de grandeur ni de

position par rapport à la commune section H'O', qui

tombera alors sur AB. Cela posé , M"E"N" sera le

grand cercle qui résulte de la section de la sphère

par le plan vertical dont on vient de parler \ la perpen-

diculaire 0"G" déterminera (35) la projection G" du
centre de la section cherchée , sur le plan vertical DAB.
On en déduira la projection horizontale G' ; et rappor-

tant (5i) ce centre en G, sur le plan DAC supposé ra-

battu dans le plan horizontal, on décrira avec le rayon

G"M" le cercle MN qui sera la commune section de la

sphère et du plan proposé (*).

(*) La projection de ce cercle sur le plan horizontal serait une
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THÉORÈME.

$4- '5'i l'on joint deux points de la sphère par une

droite, et quon élève un plan perpendiculaire sur le

milieu de leur distance , ce plan passera par le centre

de la sphère.

En effet, ce plan passant par tous les points égale-

ment éloignés des deux points proposés, passera néces-

sairement par le centre de la sphère qui jouit de cette

propriété.

PROBLÈME.

65. Trouver le centre et le rayon d'une sphère, lors-

qu'on connaît la position de quatre points par lesquels

elle doit passer.

On joindra, sur chacun des plans coordonnés , la

projection d'un de ces points avec celle des autres, par

trois lignes droites, qui seront les projections des lignes

menées par les points donnés dans l'espace. On élèvera

sur le milieu de chacune de ces dernières un plan qui

lui soit perpendiculaire. Ces trois plans devant contenir

le centre de la sphère , il sera placé à leur intei'sectioa

qu'on trouvera aisément (a3 , qB).

Quant au rayon de la sphère , il n'est autre que la

distance du centre à l'un des points donnés ; et sa

construction sera facile, lorsqu'on connaîtra la position

de ce centre.

Nous n'entrerons point dans le détail des opérations

ellipse qui aurait son centre en G' et son pejit axe égal à IMN'-, nous

ne l'avons point construite, parce que le cercle MN se décrit plus

facilement , et peut tenir lieu de cette projection. On voit que

M"]N" ; MN :: AM" : AM, c'est-.'i-dire, que le grand axe est au

petit axe, comme le rayon est an cosinus de l'angle forme par le plaa

du cercle et le plan horizontal.



DES ÉLÉMENS DE GÉOMÉTRIE. 53

à exécuter pour résoudre ce problème
,
puisque nous

les avons déjà exposées chacune en particulier; nous

placerons ici une seconde solution relative à un cas plus

simple que le cas général, ruais auquel celui-ci peut

ramener aisément.

Soient P', Q' et R trois points donnés, situés sur le fj„ /;

plan horizontal
;
par l'un de ces points R et par la

projection du quatrième E , on mènera le plan vertical

DAB -j on déterminera le centre O' du cercle qui passe

par les trois points P', Q' et /? : il est clair que la verti-

cale élevée par ce point passera par le centre de la

sphère. Mais il est facile de mener un plan perpen- '

diculaire sur le milieu H" de la ligne RE" qui joint les

deux points donnés R et E" ; ce plan coupera en O"
la projection de la verticale élevée par le point O'.

On aura par ce procédé la projection du centre de

la sphère sur le plan vertical, et comme on l'a déjà

sur le plan horizontal , il sera facile de trouver le

rayon, qui n'est que la distance du centre à l'un des

points donnés.

Il est évident que ce procédé s'appliquerait au cas

général , en cherchant d'abord le plan qui passe par

trois quelconques des points donnés.

PROBLÈME.

66. Trouver Vintersection de deux sphères données

de grandeur et de position.

Il est évident que cette intersection es!: un cercle ;

car si on conçoit un plan vertical MNrs'jVr passant
j^ ^-

par le centre des deux sphères , il les coupera respec-
°

tivement dans leurs grands cercles GIE et GIF , et si

l'on imagine ensuite que ces cercles tournent autour de

la ligne MN qui joint leurs centres, ce mouvement en-

gendrera les deux sphères à-la-fois , tandis que les points
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p. ,, 1 et G en produiront la commune section, qui , comme
on le voit, sera un cercle ayant pour rayon GH , et situé

dans un plan perpendiculaire à MN.
Cette commune section est entièrement déterminée,

et peut être aisément décrite (63); car son î"ayon est

IH , et son plan GO'K', perpendiculaire à MN , ren-

contre BAD suivant GO', et BAC suivant K'O' per-

pendiculaire à AN'.

67. Corollaire I. Si l'on avait trois sphères, on trou-

verait de la manière suivante les deux points où elles

se rencontrent toutes à-la-fois ;

On combinerait ensemble la première et la deuxième

pour en trouver l'intersection , ainsi qu'on l'a fait dans

le problème précédent; ensuite on opérerait sembla-

blement sur la première et la troisième : on aurait de

cette manière deux plans qui contiendraient les points

cherchés ; et lorsqu'on aurait construit dans l'un , la

droite suivant laquelle ils se rencontrent, il ne s'agirait

plus que de déterminer s€s intersections avec le cercle

qui est la rencontre de l'une des sphères et du plan

sur lequel on a construit.

Je laisse au lecteur le soin d'exécuter les détails de

cette solution, ce qu'on peut faire avec plus ou moins

d'adresse par les méthodes que j'ai exposées dans le

cours de cet ouvrage •, j'indiquerai seulement la route

à sui\re pour les cas où les centres des trois sphères

seraient placés sur le plan horizontal. Il est évident

qu'on peut ramener tous les autres à celui-là, en chan-

geant convenablement de plans coordonnés.

j.^ ^_ Soient donc M', N' et P', les centres de trois sphères

données; il est évident que la commune section des deux

premières se trouvera dans le plan vertical élevé sur la

ligne GT (n" précédent). En combinant ensemble la
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première sphère et celle qui a son centre au point P',

on trouvera une seconde ligne i'g' par laquelle passera '^' ^'

le plan vertical contenant la commune section de ces

sphères.

Le point H' qui représente la projection de la ligne

suivant laquelle se coupent ces deux plans verticaux,

sera aussi la projection des points d'intersection de-

mandés , sur le plan h;)rizontal.

Si maintenant on décrit sur gY le cercle qui est la

commune section de la première et de la troisième

sphère, on trouvera deux points H, qui donneront H'H
pour la distance de ceux qu'on cherche ,

au plan

horizontal ; l'un sera placé au-dessus et l'autre au-

dessous.

Il est aisé de voir que nous avons résolu dans ce

corollaire cette question intéressante : Trouver les pro-

jections d'un point, lorsqu'on connaît ses distances à

trois autres points qui sont donnés d^ position.

68. Corollaire II. Si on relève les triangles M'P'g',

N'P'R' et N'M'r, en le'^ faisant tourner autour des

lignes P'M', P'N' et N'M', les points g', K' et 1', se

réuniront dans un seul , et il en résultera une pyramide

dont la base sera le triangle jVrN'P'; et les arêtes seront

les rayons des sphères données : nous avons donc le

moyen de construire une pyramide triangulaire dont

on connaît toutes les arêtes , et d'en trouver la hau-

teur , les angles, etc.

PROBLÈME.

69. Mener un plan qui touche une sphère dans un

point donné.

Il suffit pour cela {Géom. ^94) de mener un rayon

par le point proposé , et de construire le plan qui est

perpendiculaire à l'extrémité de ce rayon.
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Tout ceci s'exécute sans aucune difficulté ; il est bon
seulement de remarquer comment un point peut être

donné sur la «urface d'une sphère. 11 existe entre les

deux projections de ce point une dépendance mutuelle

qî.j fait que l'une étant prise à volonté, l'autre s'ensuit

nécessairement.

En effet , on voit d'abord que la projection sur le

plan horizontal, par exemple, ne doit pas se trouver

hors du cercle qui a pour rayon celui de la sphère

,

et pour centre la projection du centre de celle-ci sur

le plan horizontal ) car si on imagine un plan passant

par le centre de la i^phère et parallèle au plan hori-

zontal , il la coupera dans un grand cercle, qui étant

projeté sur celui-ci, ne changera pas de grandeur,

puisque l'ensemble des perpendiculaires abaissées pour

former sa projection , composera un cylindre droit dont

la base est toujours égale aux sections faites par les plans

qui lui sont parallèles.

Cela poséj ayant j)ris le point P' pour la projection

d'un point de la sphère sur le plan horizontal , on

construira aisément la section de la sphère par le plan

vertical , mené par ce point et le centre
,
puisque cette

section est un gra d cercle; et élevant la perpendicu-

laire P'P , on trouvera les hauteurs du point proposé

au-dessus du plan horizontal.

L'inspection de la figure fait connaître qu'il y a deux

points <'e la sphère qui ont la même projection sur le

plan horizontal ; et pour mener les plans tangens aux

points P , il suffira de construire par ces deux points

un plan perpendiculaire à chacun des rayons MP, ainsi

qu'on l'a vu n° 35,

70. Remarque. Nous avons toujours e>;écuté les

«onstructions dans les plans qui les contiennent réelle-
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ment, parce qu'il en résulte une i)lus erande facilité^. „
' f

,
*

,
.

^
. F'S- 4»-

pour se représenter la question , en concevant que ces

plans soient relevés dans la situation qu'ils ont dans

l'espace.

Ce moyen très-commode, souvent même nécessaire

pour les démonstrations, ne convient pas toujours à la

pratique, dans laquelle il est important de faire le plus

petit nombre d'opérations possible, surtout lorsque

l'on trace en grand , et de choisir ces opérations d'une

manière convenable à la nature des instrumens qu'on

emploie.

Il faut alors tirer parti des lignes menées et des plans

déjà établis dans la figure , ce qui exige dans l'exposé

des solutions quelques détail? de plus , et justifie un

peu la prolixité des descriptions â'épures (*) données

par ceux qui n'ont envisagé cette branche de la Géo-

métrie que du côté de ses applications aux arts seu-

lement.

Pour moi
,
qui me suis proposé de la réduire à un

petit nombre de questions élémentaires et liées entre

elles, j'ai du choisir une marche telle que la solution

de chaque problème fût aisée à énoncer et à suivre ;

cependant pour faire connaître en quoi peuvent cor.-

.

siïter les simplifications d(^nt je viens de parler, je vais

montrer comment, avec le plan vertical et le plan ho-

rizontal seuls , on peut avoir les projections de tous

les points d'une sphère.

Il est évident que le plan vertical P'M'MP, per.t

être conçu enlevé de sa place , et transporté sur le

plan coordonné DAB , de manière que l'angle droit

MM'P' soit appliqué sur l'angle droit M"iT7A ; alors

(*) On appelle épure, en terme de conpe des pierres, la construc-

tion cxiicuicc d'un pioLlèmc de ce genre.



58 COMPLÉMENT

Fig. 48. toutps les constructions qu'on suppose sur le premier

plan dont la position change avec celle du point que

l'on considère
,

pourront s'exécuter sur le second

d'une manière uniforme pour tous les cas. Ainsi on

prendra Mp égale à M'P' et on élèvera pp" perpen-

diculaire sur AB; elle rencontrera le grand cercle

de la sohère tracé sur le plan DAB, en deux points

p", p", qui donneront les hauteurs des points P de

l'espace.

Si on rapporte ensuite le point F' sur le plan DAB,
on ayra en P", les projections verticales des deux points

de la sphère qui répondent au point P' du plan hori-

zontal.

Pour construire le plan tangent, il ne s'agira plus

que de mener un plan perpendiculaire à l'extrémité du
rayon de la sphère qui passe par le point donné , et

dont on d les projections.

PROBLÈME.

71. Mener par une ligne donnée un plan tangent à

une sphère donnée.

Nous ne nous proposerons pas de mener par un
point donné pris hors d'une sphère , un plan qui lui

soit tangent
,
parce que cette question est indétermi-

née, comme il est aise de le voir en imaginant que le

plan tourne autour du point proposé : ce qu'il peut

faire sans cesser pour cela de toucher la sphère.

11 n'en est pas de même , .si on se donne une ligne

droite. Pour résoudre cette que.'tion , il faut mener
par le centre de la sphère un plan perperdiculaire à

cette ligne , chercher le point où il la re.jcontre , et

par ce point mener wne tangente au grand cercle
,

qui est l'intersection de la sphère et du plan perpen-

diculaire à la ligne donnée ; celle-ci et la tangente
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dont on vient de parler déterminent le plan demandé.

La raison de cette construction est aisée à apperce- ^ ,

voir en imaginant un plan M'P'F', mené par le centre

de la sphère et la ligne donnée F'L', ainsi que le plan

M'P'N perpendiculaire à cette ligne; car alors il suit

du n° 35
,
que le plan NI''F' est perpendiculaire au

point N de la droite M'N, et que par conséquent il

touche la sphère au point N.

PROBLÈME.

72. Mener un plan qui repose sur trois sphères don-

nées de grandeur et de position.

Je suppose qu'on ait pris pour plan de projection

horizontale , celui qui passe par les centres des trois

sphères, ce qui est toujours possible.

Soit menée une tangente HM commune aux deux
j.j^ -^

grands cercles qui sont les intersections de la première

et de la deuxième sphère, avec le plan horizontal, et

dont les centres se trouvent en F et en E ; on concevra

ensuite que l'angle HMF , et tout ce qu'il contient

,

tourne autour de la ligne MF : les deux circonférences

qui ont leur centre sur cette ligne , engendreront les

deux sphères proposées, continuellement touchées par

la droite HM dans les différentes positions qu'elle pren-

dra. L'ensemble de ces positions fojmera un cône droit;

car les points de contact «seront tous sur les cercles

décrits par les points H et K.

On arrivera aux mêmes conséquences pour les sphères

dont les centres sont en F et en G , et la ligne OL en-

gendrera pareillement un cône droit qui enveloppera

ces deux corps.

Cela posé, on voit évidemment que les deux cercles

décrits par les points O et H, placés sur la même
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p. g sphère, se rencontreront dans un point qui appartien-

dra en nitme temps aux deux cônes enve!oi->pans , et

dont on trouvera la projection sur le n'an horizontal,

en menant OR. et HR re.'-pertivement pe-pendiculaires

à FL et à FM, puisque ces droites J'epi ùsenlent les

intersections de ce plan avec ceux dans lesquels se

trouvent les cercles dont il s'at^it.

Le point dont R est la projection horizontale, étant

construit, chai-nne deS' lignes tirées de ce point aux
sommets L et M des cônes enveîoppans , touchera

deux des trois sphères, et elles d^ïtei mineront un plan

qui les touchera toutes trois • car il touchera d'abord

la. première
,
parce que

,
passant par deux tangentes

au point dont R est la projection, il sera perpendi-

culaire ail rayou tiré à ce point ; il touchera ensuite

les deux autres sphères, parce que les droites GN et

KE, rayons de celles-ci étant en situation, lui sont

perpendiculaires, comme parallèles au rayon tiré du

centre de la première sphère au point dont R est la

projection.

Le même plan rencontrera le plan horizontal suivant

la ligne LM qui joint les sommets des cônes j il ne

faudra plus que l'assujétir à toucher l'une quelconque

des trois sphères , ou à passer par le point dont R est

la projection horizontale , ce qui est facile.

73. Remarque. La question proposée est donc ré-

duite à trouver les points de concours L et M , des

tangentes communes de deux cercles , avec la ligne qui

joint leurs centres.

Ce problème qui est du ressort de la géométrie ordi-

naire , n'entre pas dans notre sujet; cependant comme
il ne se trouve pas dans tous les livres élémentaires

,

nous en donnerons une solution dont l'auteur nous
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est inconnu , mais qui est remarquable par sa sim-
,. •.' ris. 5o:

plicite.

Sur la distance GF*des deux centres, comme dia-

mètre , on décrit la demi-circonférence FPG ; on dé-

crit aussi du point F comme centre, un arc de cercle

d'un rayon FQ égal à la différence des rayons des

cercles donnés, et par le point P où cet arc rencontre

le premier , on mène le ravon OF qui détermine sur
^

la circonférence du plus grand des deux cercles don-

nés , le point O par lequel doit être menée leur tan-

gente commune.

La démonstration de cette construction est très-

simple. Il est aisé de voir que l'angle FPG est droit
;^

d'où il suit que OL est parallèle à PG , et s'en trouvé

éloignée d'une quantité OP qui, par construction, est

égale au rayon NG du petit cercle.

74- Corollaire. Si on imagine un troisième cône qui

enveloppe les deux sphères dont les centres sont ea

E et G, il suit de ce qui vient d'être dit, que ce cône

sera formé par toutes les droites qui pourront toucher

à-la-fois ces deux sphères -, il contiendra par consé-

quent sur sa surface , la ligne qui joint les points de

contacts de chacune d'elles et du plan construit pré-

cédemment. Ce cône sera donc touché par le plan

dont il s'c'igit , et cela dans toute l'étendue d'une ligne

droite qui passera nécessairement par son sommet

,

point qui doit aussi se trouver dans le plan qui con-

tient les centres des sphères proposées : il est donc

sur la droite LM , intersection de ce plan avec le plan

tangent.

De là découle naturellement cette conséquence, que
les points de concours des tangentes communes à trois

cercles combinés deux à deux, sont placés sur une
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rig. 5o. même ligne droite • proposition dont je dois la con-

naissance à M. Monge (*).

(*) Le point rie rencontre des tangentes communes h deux cercles

peut aussi se trouver entre es cercles
j
par la même raison , on peut

mener des plans tangens communs Ji trois S[ilièies qui ne les touchent

pas toutes (l'un mènie rôlti. On pounidt demander, par exemple,

«jue Tune d'elles lût touchée dans sa partie inférieure, et les deux

autres dans leur ; artie supérieure. En combinant ces conditions,

on trouverait que le problèuie du n° 72 est susceptible de huit solu-

tions , mais qui se déduisent tontes de la même construction j et il

nous suffit de les avoir indiquées, sans entrer dans des détails qui

n'ont aucune application utile.

FIN DE LA PREMIERE PARTIE.
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SECONDE PARTIE.

DE LA GÉNÉRATION DES SURFACES.

JUanS toutes les questions qui m'ont occupé jusqu'à

présent
,

j'ai déterminé les points cherchés par des

intersections de plans , et je les ai regardées comme
résolues toutes les fois que j'ai pu assigner la positioa

de ces plans.

Les problèmes d'un genre plus releyé dépendent des

surfaces courbes ; il est donc à propos , avant ds cher-

cher à les résoudre , de faire connaître ces surfaces.

De même qu'une ligne courbe tracée sur un plan est

une suite de points distingués des autres par une pro-

priété commune, ou, ce qui revient au même, par des

rapports entre certaines droites menées de ces points à

des lignes ou à des points donnés , de même aussi une

surface courbe est l'ensemble des points de l'espace

qui jouissent d'une propriété commune , ou qui donnent

lieu à certaines relations entre les distances de ces

points à des lignes ou à des plans donnés.

Un point qui se meut suivant une loi quelconque ,

aur un plan, décrit une courbe. Une ligne courbe qui

se meut dans l'espace, ou qui change à-Ia-fois de gran-

deur et de position sans changer de nature , engendre

une surface courbe, qui n'est autre chose que l'en-

semble des positions successives qu'elle a occupées, oa

des formes qu'elle a prises.

Je vais considérer d'abord les surfaces composées de

lignes droites.
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DES SURFACES CONIQUES.'

75, Si on conçoit qu'une ligne droite qui se ment
dans l'espace, soit assujétie à passer constamment par

un point donné , et à suivre le contour d'une courbe

donnée de position sur un plan , elle formera une sur-

face dont le cône n'est qu'un cas particulier, et dans

lequel la courbe prise pour diriger le mouvement de la

ligne droite est un cercle. Construire cette surface
,

c'est assigner la position de tous ses points relativement

à un plan donné , et ce but est rempli lorsqu'on est par-

venu à connaître pour chaque point du plan horizontal
,

la hauteur de celui qui lui correspond dans la surface

proposée, ou sa projection sur un plan vertical donne.

Les surfaces de ce genre étant coupées par des plans

verticaux assujétis à passer par le sommet , les 8ections

sont des lignes droites. Si par un point pris sur le plan

horizontal , et par le sommet du cône , on mène un pian

vertical, sa rencontre avec la courbe donnée fera con-

naître un point de la ligne droite cherchée
,
qui doit

passer aussi par le sommet du cône. Cette ligne se trou-

vant toute entière sur la surface du cône, donnera la

position d'une infinité de points de cette surface.

Les surfaces coniques coupées par des plans paral-

lèles entre eux donnent pour sections des courbes sem-

blables entre elles.

Les cônes sont aux pyramides ce que les courbes

sont aux polygones inscrits et circonscrits.

Soit, par exemple, la courbe H'X' tracée sur le plan

horizontal, et supposons que la droite MH' qui doit se

mouvoir le" long de cette courbe, soit assujétie à passer

constamment par le point M ; voici comment on pourra

trouver la hauteur PP' du point P de la surface proposée

qui répond au point P' du plan horizontal :

Si
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Si l'on conçoit un plan vertical qui passe par le point [rjr,

P' et par le sommet M, ce plan coupera la surface co-

nique suivant une ligne droite sur laquelle se trouvera le

point cherché ; il n'est donc plus question que de cons-

truire ce plan et la ligne qu'il contient. En joignant le

point P' avec le point M', projection du sommet du
cône , on aura la ligne M'H' qui sera la commune section

du plan dont on vient de parler avec le plan horizontal,

ou la projection de la ligne droite menée sur Is cône
par le point cherché. Il eut clair que H' sera le point

où cette dernière rencontrera la cou^'be : on aura donc

pour la déterminer deux points H' et M
,
qui étant rap-

portés sur le plan vertical en H et M" , donneront sa

projection //M" : rapportant aussi P' sur le même plan,

en P ", la hauteur cherchée sera PV".

Si la courbe X'H' était un cercle , on aurait le cône

désigné dans les Elémens sous le nom de cône oblique ;

et si le point M' était le centre de ce cercle , la surface

engendrée serait alors celle du cône droit. Dans tout

autre cas, c'est une surface analogue, et que nous dési-

gnerons toujours sous le aeni de cône
,
parce que nous

attacherons à ce mot l'idée d'une surface composée de

limes droites qui se rencontrent toutes en un seul point.

Une ligne droite étant indéfinie par sa nature, il s'en-
'

suit qu'on peut concevoir la ligne génératrice prolongée

autant qu'on le voudra au-dessus du pointM ; la surface

engendrée par cette portion , sera un cône pareil à celui

qui est produit par la partie de la ligne droite, infé-

rieui'B au point M , et ils ne constitueront à eux deux

qu'une seule et même surface dont ils seront regardés

comme des nappes , mot analogue à celui de branche

dans les courbes.

C'est un principe général de considérer comme ap-

partenant à une même surface toutes les parties qui

CompL de (a Gécm. 4* édit. 5
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peuvent être engendrées , soit par le même mouvement,

soit par la même courbe , embrassée dans toute l'éten-

due qu'elle peut avoir.

DES SURFACES CYLINDRIQUES.

76. Le mouvement de la droite génératrice dans les

surfaces que nous venons de considérer , est déterminé

par ces deux conditions : 1". de passer constamment par

un même point; 2.°. de suivre le contour d'une, même
courbe. Ici nous supposons que la droite génératrice

reste toujours parallèle à elle-même , dans les différentes

positions qu'elle prend en glissant le long de la courbe

Fi". 5a. donnée Q'Q'- La surface ainsi engendrée sera analogue

à celle du cylindre décrit dans les Elémens, et serait le

cylindre même si la courbe (^'Q' était un cercle.

Voici sur quel principe est fondée la construction

de la surface proposée.

Il est clair que si on la coupe par des plans verticaux

et parallèles à la ligne génératrice , les sections ne pour-

ront être que des lignes droites parallèles à celle-là.

Pour trouver l'ordonnée verticale qui répond à un

point quelconque du plan horizontal, il n'y a qu'à mener,

par ce point , un plan vertical, parallèle à la ligne gé-

nératrice , et construire sa commune section avec la

surface proposée ; ce qui est facile , puisque la rencontre

du plan vertical avec la courbe donnée fera connaître

un point de la ligne qu'on cherche
,
qui d'ailleurs doit

être parallèle à la ligne génératrice.

Les surfaces cylindriques coupées par des plans pa-

rallèles entre eux , donnent toujours la même courbe.

Ces surfaces sont aux prismes ce que les courbe*

sont aux polygones inscrits ou circonscrits.

Yoici les détails' du procédé qu'on peut employer

pour construire les surfaces cylindriques. Soit N' le
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peint donné sur le plan horizontal ; on mènera par ce

point et parallèlement à H'P', projection horizontale

de l'une des positions quelconques de la droite généra-

trice du cylindre , la droite N'Q' ; cette ligne rencon-

trera la courbe proposée , dans un point Q' qu'on rap-

portera sur le plan vertical en Q ; alors menant Q'S'

jiarallèle à P"H", projection verticale de la droite géné-

lutrice qu'on a choisie pour terme de comparaison, on

] apportera le point N' en N sur le plan vertical, et i\'iS"

^jarallele à AD, sera la hauteur demandée ("*").

Si la ligne génératrice était perpendiculaire au plan

de la base, et que la courbe donnée fut un cercle, le

cylindre serait celui qu'on désigne dans les Elémens

sous le nom de cylindre droit.

En général, quelle que soit la courbe Q'Q', elle ren-

ferme toutes les projections horizontales des points pla-

cés sur la surface du cylindre proposé, lorsque la ligne

génératrice est perpendiculaire au plan horizontal sur

lequel se trouve cette courbe.

DES COURBES A DOUBLE COURBURE.

77. Si l'on conçoit une suite de points pris sur la

surface du cylindre d'après une loi donnée, l'ensemble

de ces points formera une courbe, qui le plus souvent

ne saurait être comprise toute entière dans un même
plan ; la projection horizontale de cette courbe sera

la base du cjlindre sur le plan horizontal. Imaginons

ensuite que par chacun des points dont on vient de

parler, on abaisse des perpendiculaires sur le plan ver-

tical ; l'ensemble de ces perpendiculaires formera une

(*) Il n''est pas nécessaire que la ligne dont les projections sont

HT* et H"P". soit une des positions do la droite génératrice du

cylindre; il sufG: qu'elle lui soit parallèle.

5. .
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seconde surface cylindrique qui rencontrera la première,

suivant la courbe déterminée par la suite des points

proposés j et les intersections des perpendiculaires avec

le plan vertical formeront une courbe qui sera sur ce

plan , la base du deuxième cylindre, et par conséquent

la projection de toutes les courbes qu'on pourrait tra-

cer sur ce cylindre. Il suit donc de là qu'elle appar-

tiendra aussi à la courbe suivant laquelle se coupent

les deux cylindres qu'on a considérés.

Cette courbe sera déterminée par ses deux projec-

tions -, car elle est donnée par l'intersection de deux

surfaces cylindriques perpendiculaires à chacun des

plans coordonnés, comme une ligne droite est donnée

par l'intersection de ses deux plans projetans. Les cy-

lindres remplacent ici les plans ; mais deux plans quel-

conques déterminent
,
par leur rencontre , une ligne

droite, et l'intersection de deux surfaces courbes dé-

terminera une ligne courbe dont tous les points pour-

ront ne pas être dans un même plan. De là résulte la

division des courbes, en courbes planes et en courbes

à double courbure ; les premières ont tous leurs points

situés dans un seul plan : il n'en est pas de même des

dernières, qui n'ont jamais qu'un nombre déterminé de

points dans le même plan.

Pour donner un exemple bien simple de ce genre de

courbes , soit un C3^1indre droit à base circulaire , sur la

surface duquel on ait posé la pointe d'un compas , et

pendant que celle-ci reste fixe
,
qu'on fas^e mouvoir

l'autre de manière à reposer toujours sur la surface du

cylindre j cette dernière engendrera évidemment une

courbe à double courbure
,
qui aura tous ses points

également éloignés de celui sur lequel tombe la pointe

fixe du compas. Cette courbe fera donc partie d'une

sphère qui aurait pour rayon l'ouverture de compas
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donnée; elle sera paf conséquent l'intersection du cy-

lindre propo-ié avec cette sphère.

Cet exemple suffit pour faire voir comment les courbes

naissent de l'intersection des surfaces • c'est pourquoi

nous renverrons les problèmes qui regardent les courbes,

aux articles où nous traiterons de l'intersection des sur-

faces.

Il résulte de ce qui précède, une extension des deux

genres de surfaces que nous venons de considérer
,

savoir, les surfaces coniques et cylindriques; car on

peut, au lieu des courbes planes que nous avons choi-

sies pour diriger le mouvement de la ligne génératrice

dans l'un et l'autre cas
,
prendre des courbes à double

courbure.

Cette circonstance n'ajoute aucune dilTiculté à la

construction des surfaces coniques et cylindriques ; car

la courbe directrice étant donnée alors par ses deux

projections, quand on a trouvé le point où le plan ver-

tical mené par le sommet du cône , ou parallèlement à

la génératrice du cylindre , rencontre la projection ho-

rizontale de cette courbe , on rapporte ce point sur sa

projection verticale, et l'on trouve un point de la projec-

tion verticale de la droite qui appartient au cylindre et

au cône proposé ; alors il ne reste plus qu'à mener cette

droite , suivant les conditions données dans les articles

précédens (*).

{*) On a donne le nom de courbes à double courbure h celles dont

tous les points ne sont pas dans un même pian
,
parce qu''e'iant le

résultat de l'inierscction de deux surfaces courbes, elles partagent

la courbure de l'une et de Tautre. On rend cela sensible en suppo-

sant une courbe tracée sur un plan , et que ce plan vienne à se gau-

chir, ou qu'il soit roulé d'une manière quelconque j alors la courbe

propose'e prend une nouvelle courbure, qui résulte de celle que les

circonstances, ou la voloulé, ont donnée au plan.
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DES SURFACES DE REVOLUTION."

78. La sphère dont nous nous sommes déjà beaucoup

occupés , est engendrée par le mouvement d'un demi-

cercle tournant autour de son diamètre ; il est évident

qu'on pourra substituer au demi -cercle une courbe

quelconque , tournant autour d'une ligne prise dans son

plan ; les surfaces qui naîtront de la, et que nous ferons

connaître sous le nom de surfaces de révolution , ont

toutes une propriété commune • celle de donner des

cercles quand on les coupe par des plans perpendicu-

laires à l'axe de rotation.

Si l'on remarque en outre
,
que tout plan mené par

leur axe, coupe ces surfaces suivant leur courbe généra-

trice, on aura celles de leurs propriétés caractéristiques

qui sont nécessaires à leur construction , laquelle peut

s'effectuer ainsi qu'on va le voir.

Nous supposerons d'abord que l'axe de rotation soit

perpendiculaire au plan vertical ; il est clair que si l'on

imagine un plan parallèle à celui-ci, il coupera la sur-

face proposée suivant un cercle qui aura pour rayon

l'ordonnée de la courbe génératrice.

Pour exécuter cette construction , il n'y a qu'à ima-

giner le coi'ps coupé par un plan horizontal , et passant

par l'axe de rotation , la section qu'on obtiendra sera

la courbe génératrice, qui , se trouvant dans un plan

parallt'is au plan horizontal, ne changera pas de nature

étant projetée sur ce dernier.

fig. 53. Soit donc K.'N' cette courbe^ par le point propose- P',

on lui mène l'ordonnée M'N' ; c'est le rayon du cercle

qui doit contenir le point cherché. Puisque ce cercle est

dans le plan vertical N'M'M, passant par le point P',

ii aura pour projection sur le plan vertical DA.B, un

cercle de même rayon, et dont le centre sera en M",
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point de rencontre de l'axe de rotation avec ce plan, pj^

Rapportant maintenant le point P' en P, et «levant PP",

on aura le plan vertical VPV'\ qui coupera le cercle

proposé en deux points P , dont les projections verti-

cales seront P".

79. Les surfaces que nous venons de considérer sont

déterminées par une seule courbe ; il y en a d'autres

pour lesquelles il en faut employer deux ou un plus

grand nombre; mais avant de donner quelques exemples

de la génération de ces dernières, nous traiterons des

intersections des premières entre elles.

DES INTERSECTIONS DES SURFACES COURBES.

80. La méthode la plus naturelle et la plus générale

pour construire lés intersections des surfaces courbes

,

consiste à les imaginer coupées par des plans menés

suivant certaines conditions. Lorsqu'on a déterminé les

sections faites par un même plan dans chacune des deux

surfaces courbes proposées , les points qui sont com-
muns à ces deux courbes font nécessairement partie de

l'intersection cherchée
,

puisqu'ils sont à-la-fois sur

Tune des surfaces courbes et sur l'autre.

Les plans coupans peuvent être menés parallèlement

à l'un des plans coordonnés. Supposons que ce soit au

plan vertical : il sera facile de construire les courbes

suivant lesquelles ils rencontrent les surfaces proposées;

car tous les points de ces courbes auront leurs projec-

tions horizontales dans la droite qui est la commune
section du plan coupant qui les renferme et du plan

horizontal , et comme ils sont placés sur des surfaces

courbes dont la construction est connue, on pourra

trouver la hauteur de chacun d'eux au-dessus de sa pro-

jection. Le plan coupant étant parallèle au plan verti-

cal , on pourra rapporter sur le second tout ce que le
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premier contient-, sa'n'b que les lignes qui s'y trouvent

changent de grandeur ou de positions respectives ^ et par

conséquent on aura immédiatement dans la rencontre

des sections tracées sur le plan vertical , la projection

d'un point de l'intersection des surfaces proposées.

En répétant les opérations indiquées, on trouvera

autant de points qu'on voudra de cette intersection.

La méthode que nous venons d'exposer peut s'étendre

à toutes les surfaces cotirbes en général ; mais on voit

qu'elle exigera presque toujours que l'on construisedeux

courbes pour trouver chaque point des intersections de

ces surfaces , et il arrive dans beaucoup de cas qu'en

choisissant les plans coupans d'une manière convenable,

les sections à construire ne sont que des lignes droites

ou des cercles, et par conséquent n'exigent qu'une opé-

ration pour trouver tous leurs points. C'est en se rap-

prochant le plus qu'il est possible de la génération des

surfaces dont on cherche la rencontre, qu'on parvient

à des constructions simples et faciles ; et l'on en obtien-

dra de telles, en renonçant quelquefois au système des

plans coupans, pour employer des surfaces courbes,

dont les sections avec chacune des proposées soient ai-

sées à déterminer.

Des exemples particuliers rendront très-claires ces

notions générales
,
qui peuvent d'abord paraître com-

pliquées, et montreront comment il faut se conduire

dans les cas dont on ne parlera point ici.

PROBLÈME.
8i. Construire l'intersection d'un cylindre et d'une

sphère.

On prendra pour plan des projections horizontales, un
plan parallèle à la ligne génératrice du cylindre , et pour

plan vertical celui qui est perpendiculaire à cette ligne.
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Si on imagine ensuite que les plans coupans soient

parallèles au plan horizontal , ils rencontreront le cy-

lindre dans des lignes droites parallèles à Êon axe , et

la sphère suivant des cercles dont le centre sera pro-

jeté au même point du plan horizontal que son centre
;

les rayons de ces cercles seront faciles à trouver par ce

qui a été dit n° G3.

Cette construction peut s'exécuter facilement à l'aide

des notions qui ont précédé cet article , aussi trou-

vera-t-on ici peu de détails ; et cela
,
parce qu'il me

semble que lorsqu'on a suiïlsarament indiqué comment
il faut mener les plans ou les lignes qui résolvent uns

question, l'ordre, autant que la brièveté , veut qu'on se

dispense d'expliquer de nouveau les procédés qui font

partie des questiorts déjà résolues.

Dans les cas dont il s'agit ici , on a mené des droites

g"i", parallèlement à AB, dans le plan vertical ; elles sont p:„ - »

les communes sections de ce plan avec les plans cou-

pans qu'on suppose horizontaux ; g"i" est évidemment
le raycn du cercle suivant lequel un de ces plans ren-

contre la sphère dont le centre est projeté en E" sur le

plan vertical , et en E' sur le plan horizontal.

Les points P"i et P"3, où la ligne g"i" rencontre la

base du cylindre , sont les projections verticales de deux

droites qui se trouvent sur sa surface, et qui sont cou-

pées chacune en deux points par le cercle de la sphère
,

compris dans le plan horizontal mené par g"i".

Par conséquent, du point E' comme centre et d'ua

rayon égal à g"i", on décrit un cercle ; les points p',

,

p's, P'i, P'3 , où il rencontre les projections des droitti?

dont on vient de parler, appartiennent à l'intersection

cherchée de la sphère et du cylindre.

Par le même procédé , on déterminera autant de

points qu'on voudra de cette intersection ; mais ccii?:
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FicSj. T"'^^ ^^"t s'attacher spécialement à trouver les premiers,

sont ses limites. Ainsi, dans l'exemple qui nous occupe,
le cylindre pénètre entièrement la sphère , et par con-

séquent il la rencontre deux fois , savoir , à son entrée

et à sa sortie : chaque opération donne à-la-fois des

points de l'une et de l'autre de ces sections, qu'il ne faut

pas confondre ensemble , et c'est à quoi on parviendra

en se représentant ia situation respective de ces deux
corps. On verra alors que la plus grande largeur des

sections doit se trouver dans le plan coupant mené par

l'axe du cylindre
;
que les points placés au-dessous de

ce plan sont ceux où les sections s'approchent le plus

l'une de l'autre , et qu'au contraire les points qui sont

au-dessus
, appartiennent aux branches des sections les

plus éloignées.

A l'aide de ces considérations, on sentira aisément

que P'i P'3 P'^ P'j, est la projection sur le plan horizontal,

de l'entrée du cylindre dans la sphère , et p', p'3 p'4 p'2

,

celle de la sortie : quant à la projection verticale , elle

est commune à toutes deux ; c'est le cercle qui sert de

base au cylindre , sur le plan vertical.

pj„ 55 La ligure suivante représente avec les mêmes lettres

le cas où le cylindre n'entrerait pas de tout son diamètre'

dans la sphère. Il est évident que les points L', et L"a

donnent alors les limites , et que la section est unique (*).

PROBLÈME.
82. Trouver les projections de la courbe qui est l'in-

tersection d'une sphère et d'un cône.

On fera passer les plans coupans par le sommet du

cône, et on les supposera perpendiculaires au plan ho-

rizontal
^
par ce moyen les sections faites dans ce cône

(*) Dans l'un et Fautrc exemple les sections ne sont, analytiquc-

Eaent parlant, qu'une même courbe, donnée paf une seule ctpatioa.
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seront des lignes droites faciles à déterminer , et celles

de la sphère seront des cercles dont on trouvera le

centre et le rayon par le procédé du n'^ 63.

En voilà assez pour mettre ceux qui sont familiarisés

avec les constructions que nous avons données , à portée

de résoudre le problème proposé ; nous ferons seule-

ment remarquer un procédé analogue à celui du n° 70,
par lequel on abrège un peu l'opération.

Soit menée , dans le plan horizontal, la droite S'K' Fig. 5G.

qui représente la commune section de ce plan et de

l'un des plans verticaux passant par le sommet du cône,

point dont les projections sont en S' et S" j au lieu de

rabattre le dernier plan, en le faisant tourner autour

de S'K', qu'on le transporte sur DAB , en couchant la

ligne S'¥J sur AB, de manière que le point S' tombe

en S ; alors en prenant ^''krrrS'K', on pourra mener

les droites S"k, qui seront les sections du cône, par le

plan coupant (76) : faisant ensuite mgr=S'G' j le point g
sera la position du centre du cercle dans lequel la

.çphère rencontre le plan coupant ; car il répond au-

dessus de G', à une hauteur égale à celle du centre de

cette sphère qu'on voit projeté en E' et E" : enfin le

rayon de ce cercle est gh ^ égal à G'H' (63).

Les points p , ou le cercle dont on vient de parlei

coupe les droites S"k, appartiennent à l'mtersection

du cône et de la sphère proposée. Ils sont au nombre

de quatre , deux se trouvent sur la courbe formée par

l'entrée du cône dans la sphère, et deux sur celle qui

résulte de sa sortie. On appliquera ici les observatio^^l

que nous avons faites pour le cas du cylindre.

Les points p sont placés dans le plan coupant
; pour

avoir leurs projections, il faut prendre S'P' égal à pi,

et le point P' sera la projection sur le plan horizontal :

élevant ensuite P'P", perpendiculaire à AB, la projec-
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Fi". 5G. tion- verticale P" se trouvera à la rencontre de cette

droite et de p i ; car le point p étant pris dans un plaa

vertical , est à la même hauteur que sa projection sur

tout autre plan vertical.

Afin de ne pas compliquer la figure , l'opération n'a

été exécutée que sur un seul des points p ; mais elle

aurait lieu de la même manière sur les trois autres.

Quoique la base du cône représenté dans la figure
,

soit un cercle, comme on n'a employé aucune des pro-

priétés qui la caractérisent, on voit que la construction

précédente s'étendrait à tout autre cas.

PROBLÈME.
83. Construire Vintersection de deux cônes.

Nous supposerons, pour plus de simplicité, que les

cônes proposés aient leurs bases sur un même plan
,

c'est-à-dire, qu'on connaisse la courbe suivant laquelle

chacun d'eux coupe l'un des plans coordonnés, l'hori-

zontal
,
par exemple : on verra bientôt que la question

peut toujours être ramenée à cet état.

Cela posé, j'imagine un plan passant par la ligne qui

joint les sommets des cônes proposés, et tournant au-

tour de cette ligne; ce plan, dans chacune des posi-

tions où il rencontrera les cônes , les coupera suivant

des lignes droites, qui seront en général au nombre de

quatre , savoir , deux pour l'un , et deux pour l'autre :

et comme elles sont toutes dans un même plan, celles

qui appartiennent au premier cône rencontreront leur§

correspondantes sur le second , dans des points qui

feront partie de l'intersection de ces surfaces,

pjj^^ 5„_ Soit S' et S", s' et s", les projections des sommets des

cônes; F'F' et f'f, les courbes qui leur servent de base

sur le plan horizontal ; E' le point où la ligne qui passe

par les sommets des cônes proposés rencontre le pla^A
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horizontal ; il est évident que le plan coupant , dans F'S-

toutes ses positions, doit toujours passer par ce point.

Je mène ensuite la droite E'F' à volonté , mais de

manière cependant qu'elle rencontre les deux bases des

cônes, et je regarde cette ligne comme la commune
section du plan coupant et du plan horizontal.

Je construis (j5) les projections des lignes tirées des

points F' au sommet du premier cône, et des points F
au sommet du second ^ ces lignes sont respectivement

les projections des génératrices des deux cônes propo-

sés, situées dans le plan mené par la droite qui joint les

sommets des cônes et par la droite F'F' -, et leurs ren-

contres , marquées sur chacun des plans coordonnés

par les chiffres i , 2, 3, 4> seront des points de l'in-

tersection demandée.

En jetant les yeux sur la deuxième figure , on con-

cevra facilement que l'un des cônes proposés pénètre

l'autre , et que des quatre points qu'on trouve par la

construction précédente, deux appartiennent à l'en-

trée, et les deux autres à la sortie du cône pénétrant.

.84. Corollaire premier. S'il s'agissait de trouver l'in-

tersection d'un cône et d'un cylindre, il faudrait ima-

giner par le sommet du cône une droite menée parallèle-

ment à la génératrice du cylindre ^ alors tous les plans

passans par cette ligne , couperaient le cylindre et le

cône proposés, suivant des droites, et la construction

serait la même que dans le cas précédent.

85. Corollaire II. Enfin si on demandait l'intersec-

tion de deux cylindres , il faudrait les imaginer cou-

pés par des plans parallèles à leurs génératrices , et dans

le cas où ces cylindres auraient leurs bases sur le même
plan

, la construction deviendrait analogue à celle qui

a. été indiquée ci-dessus, pour les cônes.
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En effet, on déterminerait (91 et 3G) la ligne suivant"

laquelle un plan parallèle aux génératrices, rencontre-

rait le plan horizontal (*) ; et on mènerait ensuite tant

de lignes qu'on voudrait parallèlement à celle-ci. Les

points où elles couperaient les bases des cylindres pro-

posés seraient placés sur des génératrices prises dans le

même plan , et dont on construirait les projections (76) ;

leurs rencontres mutuelles détermineraient des pointa

de la section demandée.

86. Remarque. Nous ne saurions entrer ici dans le

détail des procédés qu'on pourrait adopter pour les

difFérens cas particuliers qui peuvent se présenter. Cet

objet n'a d'ailleurs aucune difliculté , et quand on s'est

habitué au genre de considérations qu'il comporte , on

trouve soi-même les simplifications dont les méthodes

générales peuvent être susceptibles.

Nous avons supposé que les bases des cônes ou des

cylindres proposés étaient sur un même plan
;
quoique

cela n'arrive pas toujours, on peut l'obtenir facilement,

puisqu'il n'est besoin que de prolonger jusqu'à la ren-

contre du plan horizontal les génératrices, construites

comme on l'a vu (76).

On pourrait même se passer de cette opération pré-

paratoire , en menant elTectivement les plans coupans

suivant les conditions données, et en déterminant leur

rencontre avec les courbes qui servent à diriger les

mouvemens des droites génératrices ; mais ce moyen
n'est guère commode, surtout quand les courbes dont

il s'agit ne sont pas planes.

C) Pour construire un plan suivant ces condiiions, il sufTu d'inia-

Siner par un point quelconque deux lignes respectivement parallèles

\ chacune des ge'nerunices , elles détermineront (36) le plan de-

xnanr'c.
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Voici un cas particulier qui peut être intéressant,

celui de deux cylindres droits.

Nous prendrons pour plan horizontal un plan paral-

lèle à-la-fois aux deux axes de ces cylindres , et deux

plans verticaux, respectivement perpendiculaires à cha-

cun de ces axes.

Cela posé , si on conçoit ces cylindres coupés par des

plans horizontaux, les sections résultantes seront des

droites parallèles aux axes ; mais E"F" étant la rencontre Fig. 53.

du plan vertical DAB avec un des plans coupans, F"F'

et E"L' seront les sections de ce plan et du premier

cylindre, projetées sur le plan horizontal; on trouvera

celles qui leur correspondent dans le second , en me-
nant dans le plan vertical d a b

,
perpendiculaire à l'axe

du second cylindre, f e parallèle à ab, et éloignée de

cette ligne d'une quantité égale à la distance de E"F"

à AB. 11 est clair que f e sera la rencontre du plan cou-

pant avec celui de la base du second cylindre ; et par

conséquent e e' et ff seront les lignes cherchées, qui

rencontreront leurs correspondantes E"E', F"F', dans le

premier , aux points 1, 2, 5, 4> appartenant à la pro-

jection horizontale de la commune section demandée.

Quant à la projection verticale , elle se trouve sur le

cercle qui sert de base au premier cylindre.

Si l'on demandait la courbe qui serait l'intersection

d'un plan quelconque et d'une surface cylindrique ou

conique , on pourrait appliquer les méthodes précé-

dentes à ce cas particulier; car un plan appartient éga-

lement à la famille des surfaces coniques ou à celle des

surfaces cylindriques, puisqu'il peut être engendré par

une droite assujétie à glisser le long d'une autre, et à

passer constamment par un même point pris hors de

cette droite , ou à se mouvoir parallèlement à elle-même.

Nous ne nous arrêterons donc point sur ce sujet, qui
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d'aillé ii!j"s est susceptible de simpliRcations particulières

très-aisées à découvrir, en choisissant convenablement

les plans coordonnés.

Nous observerons en général . que Tinterjection d'une

surface courbe et d'un plan quelconque peut toujours se

construire facilement, puisque
,
quel que soit le système

des plans coupans, leurs rencontres avec le plan proposé

seront toujours des lignes droites faciles à déterminer.

PROBLÈME.
87. Construire l'intersection de deux surfaces de

révolution , dont les axes sont dans un même plan.

Ce cas particulier, mais cependant assez étendu, mé-

rite d'être traité avec quelque détail, parce qu'il offre

l'exemple d'un procédé qu'on peut employer souvent

avec avantage.

Pour construire les intersections des surfaces , nous

avons employé jusqu'ici des plans coupans : ce choix

est en effet le plus simple qu'on puisse faire ; mais il est

aisé de s'appercevoir que l'esprit de la méthode consiste

à couper les deux surfaces proposées par une troisième,

parce que les sections qui en résulteront, se trouvant

placées sur cette dernière, se rencontreront nécessaire-

ment , si les premières ont un point de leur commune
section situé dans cette surface , et il y a des circons-

tances où les sections formées par une surface courbe,

sont plus simples que celles qui résultent d'un plan.

Dans le cas actuel il convient d'employer, au lieu de

plans coupans, une suite de sphères aj'ant toutes leur

centre placé à l'intersection des axes des deux sur-

faces de révolution proposées.

Pour s'en assurer, il faut d'abord observer que deux

surfaces de révolution ayant un axe commun , se ren-

contrent toujours dans un cercle dont le plan est per-

pendiculaire
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pendiculaire à cet axe, et qui a pour rayon la distance

du même axe au point où se coiioentles courbes géné-

ratrices situées dans un même pian : cela posé, on voit

qu'une sphère d»nt le centre e.-st au point de rencontre

des deux axes des surfaces proposées, pouvant être alter-

nativement considérée comme décrite par la révolution

d'un de ses grands cercles autour du premier axe et au-

tour du second, doit couper, :;uivant des cercles, les deux

surface? proposées. Voici l'application de ces remarques :

SE et SF étant les axes , EX et FY les courbes gê- Fig. Sg.'

nératrices ; du point :~: comme centre et d'un rayon pria

à volonté , on décrit un cercle MN qui appartient à

une sphère dont le rentre est en S , et qu'on peut re-

garder comme engendrée par* la révolution de ce cercle

eutour de l'axe SE; le point N, dans ce mouvement,
produit un cercle qui est la commune section de la

ffphère et de la surface qui a pour génératrice EX. Le
plan de ce cercle est perpendiculaire à celui de la figure

et passe par TSH. En raisonnant de même, on ven-a que
!a surface décrite par FY autour de SF , est coupée
par la sphère dont on vientde parler , suivant un cercle

qui a pour rayon GM , et dont le plan est perpen-
diculaire au plan de la figure ; le point P sera donc
la projection horizontale d'un point de l'intersection

des deux surfaces de révolution proposées.

Le procédé étant répété fera connaître autant de
points qu'on voudra de cette projection : quant à la pro-

jection verticale , on la construira par les hauteurs

comme dans le problème du n° ^2 , avec lequel celui-

ci a le plus grand rapport. On peut en effet arriver à
la solution

,
par-le moyen de deux cônes qui , ayant

même sommet, se coupent dans toute leur étendue sui-

vant une ligne droite, laquelle rencontre aussi les sur-

faces de révolution ; et par là on appliquera tout c©

Com-pl. de la Géom, 4' édit, 6
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qui est dit dans le n° cité et dans le suivant , à la ques-

tion dont il s'agit ici.

88. Remarque. Pour donner quelques applications

des problèmes précédens, nous allons énoncer plusieurs

questions qu'on peut résoudre par leur moyen , et sur

lesquelles il peut être utile de s'exercer,

1°. Supposons que connaissant les distances d'un point

à trois droites données de position , on demande les

projections de ce point. Il est évident qu'en prenant

chacune des lignes données
,
pour l'axe d'un cylindre

droit, dont le rayon serait la distance de cette ligne

au point cherché , chacun des cylindres ainsi formés

doit contenir ce point ; il ne peut donc être qu'à leur

intersection.

Mais pour trouver la rencontre de trois cylindres
,

il faut d'abord chercher les projections de la courbe

suivant laquelle se coupent deux quelconques d'entre

eux
,
puis déterminer ensuite les rencontres de cette

courbe et du troisième , ou , ce qui revient au même,
construire les projections de l'intersection de ce der-

nier avec un de ceux déjà employés ; on aura ainsi

deux courbes qui détermineront
,
parles points où elles

se ijencontreront , ceux qui sont communs à la fois aux

trois cylindres proposés.

Ces deux courbes étant données par leurs projec-

tions , les points où celles-ci se rencontreront seront les

protections des points demandés.

Il est nécessaire d'appliquer au cas présent ce qui

a été dit pour les lignes droites ( ig ).

Toutes lesconstructionsqu'on vient 4'indiquer peuvent

être exécutées facilement par ceux qui auront com-

pris ce qui précède; ils ne sauraient être arrêtés que par

la longueur de l'opération , capable de rebuter peut-être

les personnes qui ont peu d'habitude de la règle et du
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compas; an reste , nous dirons ici
,
pour ceux qui con-

naissent l'analytc,
_,
qnt; la question proposée est en gé-

néral du huitième degré et à iro5>s inconnues; il n'est

donc pas étonnant que le procédé s o-it compliqué.

Il se présente an cas assez simple
,
que nous invi-

tons nos lecteurs à construire d'abord; c'est celui où

les trois droites données sont paralkles à xm même
plan

,
qu'on choisira alors pour plan horizontal , et la

construction sera celle qu'on adonnée plus haut (85 ).

2°. Supposonsqu'un objet D placé en l'air, un ballon, Fie. Go;

par exemple , soit vu à la fois de trois points donnés

E, G, F', et qu'on observe dans chacun , l'angle que

fait le rayon visuel mené au point D, avec la verticale;

on pourra trouver la hauteur de ce point , et sa pro-

jection sur le plan horizontal, de la manière suivante.

On choisira pour pian horizontal le planP'Q', qui

passe par un des points donnés F' ; et puisque la situa-^

tion des points G et E est connue , on aura leurs pro-

jections G' et E' sur ce plan.

Cela posé, concevons que l'un des raj/ons visuels

DE
,
par exemple , tourne autour de la verticale E'M

qui lui correspond , en faisant' constamment avec elle

le même angle; il engendrera un cône droit, sur la sur-*

face duquel se trouvera nécessairement le point D. En
appliquant ce raisonnement aux deux autres points F**

et G , on aura trois cônes qui contiendront le point

cherché : il sera donc placé à leur intersection.

Ici, comme dans l'exemple précédent , on cherchei'a

les projections des intersections de l'un des cônes avec

chacun des deux autres ; et nous avons donné des mé-
thodes applicables à cette détermination. Mais les cônes

proposés ayant leurs axes perpendiculaires à un même
plan, et étant droits , il sera commode de prendre

les plans coupans parallèles à celui-ci: il en résultera,

e,.
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pour les sections de chaque cône, des cercles dont le

rayon sera la perpendiculaire menée par le point de

l'axe où passe le plan coupant , et terminé à la ren-

contre du côté -, et les cercles ainsi trouvés seront égaux

à leur projection sur le plan horizontal. Ces détails

suffisent pour achever la construction.

Il est aif.é de voir que ce dernier procédé convient

également à des surfaces de révolution, dont les axes

sont perpendiculaires à un même plan.

5°. Supposons
,
pour la dernière question

,
qu'un ob-

servateur placé dans un ballon veuille déterminer sa

situation , en mesurant les angles que font entre eux

les rayons visuels menés à trois points dont la position

respective est donnée.

Dans ce cas, on connaît les angles EDF', GDF'et
GDE , ainsi que la position respective des trois points

G , F' et E ; nous supposerons qu'on ait pris pour plan

horizontal celui qui est déterminé par les trois points

proposés : on a donc alors la base et les angles des

arêtes d'une pyramide , et on demande la projection

de son sommet, sur la base, ainsi que sa hauteur.

Gi. Soit GEF le triangle de la base; imaginons qu'on ait

décrit sur EF , un segment de cercle EKF , capable

de l'angle donné EDF'-, ce segment , en tournant autour

de EF , engendrera un corps qui contiendra sur sa sur-

face tous les points de l'espace , tels, que menant de

chacun d'eux des lignes aux points E et F, elles feront

un angle égal à l'angle donné : le point D sera donc sur

cette surface. Ce raisonnement étant appliqué à cha-

cun des côtés GF et GE , fera connaître deux autres

surfaces de révolution, engendrées delà même ma-
nière , et contenant aussi le point cherché ; ces sur-

faces auront leurs axes dans le même plan , et on en

déterminera les intersections parle procédé du n° 87.
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Les points de rencontre des projections horizontales de t'S- ^t-

ces intersections détermineront le point II, qui sera

la projection du sommet de la pyramide, sur le plan

de sa base ; et la hauteur sera donnée par la même
opération.

Remarque . Ce problème rais en analyse offre des résul-

tats intéressans; et les formules données par M. Lagrange

dans les Mémoires de l'Académie de Berlin, année 1 776,

conduisent à l'équation d'une manière très-simple. Les

considérations géométriques qui ont servi à le résoudre

étant traduites en langage algébrique , mènent à leur

tour aux expressions trouvées par cet illustre Géomètre.

Ce problème est en général du huitième degré : on

peut cependant dans sa construction , réduire le nombre

des solutions à quatre ; car les corps qu'on emploie
,

considérés dans toute leur étendue , sont produits par

la révolution d'un cercle entier autour de sa corde ;

mais la partie engendrée par «n dessegmens appartient

aux points dont les rayons visuels font des angles qui

sont les supplémens de ceux que donne la partie engen-

drée par l'autre segment.

Ainsi, dans la construction on n'emploîra quele seg-

ment EKF ; car l'autre segment EkF appartient à un

angle qui est le supplément deF''DE(^g-. 60 ) (*).

SUITE DE LA GENERATION DES SURFACES COURBES.

8q. Nous avons parlé, dans les articles précédens, de

la génération et des intersections des surfaces dont la

construction dépend d'une seule courbe ; nous allons

(*) Cest par la solution de ce problèma ,
que je dois à un ëlcre

de rÉcole de Mczicrcs, oùM. Monge professait, que j'ai eu eouriais

sance de la mt'tbode donnée , n" 87.

Le même problime a été rt'soln algébriquement parEstèvc, dans

les Wcmoircs des gavans étrangers^ tom. II,pa3- 1o?- -
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maintenant passer à celles qui exigent le concours do
plusieurs. Nous commencerons par les surfaces com-»

posées de lignes droites.

Pour déterminer le mouvement d'une droite, il faut

trois conditions •, car dire que la ligne droite généra-

trice est a^eiiiétie à passer constamment par un point

donné, dans le cas du cône , ou à être parallèle à une

même ligne, dans la génération du cylindre , cela équi-

vaut à deux C'.nditions, En effet, un point est donne

par ses deux projections; il en est de même d'une ligne;

la coexistence de ces données offre donc évidemment
deux conditions : la courbe suivant laquelle se meut Ig

ligne génératrice est la troisième.

Pour donner quelques exemples d'une surface engen-

drée par Je mouvement d'une ligne droite assujétie à

passer par deux lignes données, supposons d'abord que

la première de celles-ci soit une droite verticale , et

la deuxième une courbe quelconque , donnée par ses

projections. Le mouvement de la ligne génératrice ne

sera pas encore entièrement déterminé ; car soient XM
]|?ig. 62. et EE' , la courbe et la ligne donnée ; tandis que la ligne

génératrice EM est Fixée par un de ses points sur la

courbe XM , ei!e peut tourner autour de ce point

,

et parcourir ainsi tous ceux de la ligne EE'. Il faut

donc ajouter une nouvelle condition , et parmi toutes

celles qu'on peut choisir , nous supposerons que la ligne

E-M reste constamment horizontale, c'est-à-dire
,
que le

pointM et le point E soient toujours à la même hauteur,

La construction de cette surface est on ne peut pas

plus facile • car il n'y a qu'à faire passer par la ligne

donnée EE', et par le point P' , choisi arbitrairement

sur le plan horizontal BAC, un plan vertical qui coupe
la courbe donnée en M, l'ordonnée MM' sera la hau-
teur du point P 4u-dessus de sa projection horizontale.
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1)0. Nous donnerons encore un autre exemple de

«urfaces analogues : nous concevrons que deux courbes

XM, xm , soient perpétuellement coupées par un plan Fig. 63.

DF', assujéti à passer constamment par une ligne ver-

ticale AD. Si on ioint par une droite indéllnie Mm, les

deux points où ce plan, dans chacune de ses positions,

rencontre les courbes proposées, XM etxm, l'ensemble

des droites , ainsi déterminées , formera une surface

courbe facile à construire par ce qui précède.

Nous ne nous arrêterons pas à détailler l'opération
;

nous remarquerons que le cas le plus simple est celui

où les deux lignes courbes XM et xm sont remplacées

par deux lignes droites -, et alors la surface proposée

est celle qui est engendrée par le mouvement d'une

ligne droite assujétie à glisser le long de trois autres.

On voit par là combien cette surface est aisée à cons-

truire , en choisissant les plans coordonnés ,de manière

qu'il y en ait un qui soit perpendiculaire à l'une des

droites données.

En général , le mouvement d'une ligne droite sera

déterminé toutes les fois que cette ligne sera assujétie

à glisser le long de trois courbes doniiées. Lessiirfaces

dont nous venons de parler ne sont que des cas par-

ticuliers de celles qui naîtraient de ce mouvement
;

toutes sont comprises sous le nom àe surfacesgauches :

le coin condide de AVallis est une de ces surfaces (*).

(*) Voici sa génération : BDE' étant un (juart de cercle situé p-, r'

dans un plan vertical et parallèle h la ligne AC, si on conçoit q^u'ua

second plan vertical perpendiculaire à cette ligne se meuve paraîlc-

Jement .^ lui-même, et qu'on joigne par des droites G'F, Icspjiuîs

oîi il rencontre la ligne AC et l'arc DE', dans chacune de ses po-

sitions, l'ensemble de ces droites sera la surface dont il s'agit.

On voit uue le corps terminé par cette surface et par les plans

DAB, BAC, donne des triangles rectangles tels que FG'F', lorsqu'on

le coupe par des plans perpendiculaiies à AC- Il a'csi d'ailleurs q'.ïc
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gi. Les deux dernières familles de surfaces que nous

venons de considérer, quoique composées de lignes

droites, diiTèrent essentiel ienient du cône et du cylin-

dre. En effet, ceux-ci peuvent se développer, c'est-

à-dire, s'étendre sur un plan , sans déchirement ni

duplicature
; car on ppiit concevoir le cône comme

composé de plana infiniment longs et infiniment étroits ;

et si on imagine que chacun de ces plans tourne au-

tour de sa commune section avec le plan consécutif,

comme autour d'une charnière , il pouna être rabattu

sur celui-ci. On peut se rendre cette vérité sensible

en substituant par la pensée au cône , une pyramide d'un

très-grand nombre de faces , et l'on verra aisément

qu'à quelque point que se multi;oIient ces faces, la

propositionne cessera pas d'avoir lieu;, elle convien-

dra donc au cône qui enveloppe toutes ces pyramides.

Un pareil rai.>ionnement s'appliquerait au cylindre , en

substituant les prismes auxpyramides ; mais les surfaces

dont nous avons parlé n° 89 , ne jouissent pas de cette

propriété ; car toutes les lignes droites qui les compo-
sent doivent se croiser dans leur direction , en passant

Fig. 62. l'une au-dessus de l'autre dans la lig-ie EE', sans se ren-

contrer; or, d'après ce qui précède
,
pour qu'une sur-

face soit développable , il faut que les lignes droites

qui la forment se rencontrent au moins deux à deux. Il

en sera de même du genre de surfaces considéré n° qo

,

dans tous les cas , excepté ceux où, par la nature et la

Fig. 63. po-ition des courbes XM etxm, elle se réduit à un

plan ou à un cône.

92. L'idée du développement a été produite par la

la huitième partie de celui que renferme la surface qu'on vient de
décrire , lorsqu'elle est complète j car il est évident qu'il faut pren-

dre le cercle entier an lieu du qunri DRE', et prolonger les géné-

ratrices FG', au-dcssoub du plan BAC, au-delà deAC>.
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considération des corps terminés par des plans. Toutes

les surfaces des corps de ce genre peuvent se dévelop-

per , mais cependant il existe entre eux à cet égard des

différences sur lesquelles il convient d'insister.

Quand on considère une pyramide, abstraction faite

de sa base , on voit que le développement peut s'en faire

sur le pian de l'une de ses faces , et que par ce moyen
les autres viendront se ranger à la suite de celle-là , sans

qu'il y ait entre elles aucun espace vide, aucunesolution

de continuité. Il en sera de même d'un prisme lors-

qu'on fera abstraction de ses bases; et on doit toujours

le faire ; car les bases d'un prisme ou celle d'une pyra-

mide , ne sont autre chose que des termes que l'ima-

gination ou le besoin mettent à des corps indéfinis.

Si maintenant on applique ce raisonnement à un corps

d'une autre nature , un icosaédre ou un dodécaèdre ,

par exemple, on verra qu'il ne saurait leur convenir,

et qu'il y aura des vides entre les diverses parties de

leurs développemens.

Mais les prismes et les pvramides ne sont pas les

seuls corps dont on puisse développer les surfaces sans

solution de continuité; la notion du développement fait

voir qu'il aura lieu toutes les fois que la surface proposée

sera formée de plans angulaires indéfinis, joints les uns

aux autres par des arêtes aussi indéfinies, quand même
ces angles n'auraient pas leur sommet au même point.

Il est ai,-é de se représenter la figure du corps dont

les faces seraient les plans angulaires MRM,, M, R.Ma, Fig.GJ.

M2R2M3
,
etc. réunis deux à deux par un de leurs côtés,

et inclinés d'une manière quelconque les uns à l'égard

des autres. Il devient une pyramide lorsque tous les

sommets des angles R, R, , Ra, etc. se confondent,

et un prisme s'ils s'éloignent à l'infini; car alors les

arêtes MR , JM, Rj , Ma R3, etc. sont parallèles.
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Fig. 65. go. Concevons un plan assujétl à se mouvoir sui-

vant une certaine loi, ttlle, par exemple
,
que d'être

constamment perpendiculaire à une courbe à double

courbure donnée XZ; .soie.it PMN une des positions de

ce plan . P, M, N, une seconde position consécutive à

la première, et qui la rencontre suivant la lii^^ne M^Nj ;

soit encore Pa M^ >'a une troisième position consécutive

aux deux autres , et dont la rencontre avec la dernière

soit Ma IS'a "/enfin soit P3 M3 N3 une quatrième position

du plan dans laquelle il rencontre la troisième suivant

la ligne M3N3 ; on voit que de cette manière on for-

mera ur; rorpr' à faces planes terminées par des lignes

droites, telles queM^' , M, N, , M3 N^ , M3 N3 , etc.

qui sont deux à deux dans un irièine plan , et qui par

conséquent serencontreiit. Il est clair que ce corps peut

se développer, en faisant tourner chacune de ses faces

autour de sa commune section avec la face qui la pré-

cède, jusqu'à ce qu'elle arrive dans le plan de celle-ci.

Telle est la manière la plus générale dont puisse être

conçue .une surface développable -, car quoique nous

n'avions considéré qu'un corps terminé par un nombre

fini de plans, on peut imaginer qu'ils soient multipliés

autant qu'on le voudra , sans que la propriété que nous

venons d'énoncer cesse d'avoir lieu j et il en sera de
ce passage comme de celui du contour des polygones

à la circonférence du cercle : la multiplication indé-^

finie des faces des corps que nous considérons , con-

duira à une surface courbe à laquelle conviendront les

résultats que nous venons de trouver.

Le cône et le cylindre s'en déduisent comme cas

particuliers, ainsi qu'on va le voir. En effet , il ^uit de

la génération d'une surface développable quelconque
,

que les droites MN" , M, N, , M^ N^ , etc. la touchent

dans toute leur longueur, et se rencontrent deux à deux
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aux points R, R, , etc. ; la suite de ces points appar- Fig. C5i

tient à une courbe qu'on nomme arête de rebrousse-

ment de la suiface proposée ,
parce que cette surface

ne s'étend point dans l'espace déterminé parla conca-

vité de cette courbe, mais elle forme deux nappes qui

passent d'un côté et de l'autre de cette limite. Si tous

les points R , R, , R^ , etc. se confondaient en un seul

,

la surface proposée serait celle d'un cône; elle devien-

drait un cylindre , si tous ces points de concours s'éloi-

gnaient à l'inlini , et que les lignes Mj N, , etc. fussent

parallèles entre elles. Dans le dernier cas , la courbe

XZ, à laquelle le plan générateur doit être perpendi-

culaire dans toutes ses positions , est une courbe plane.

En effet, le-plan générateur dans chacune de ses po-

sitions , se trouvant perpendiculaire à un même plan

,

celuide la courbe donnée , ses intersections successives

seront aussi perpendiculaires à ce plan , et par consé-

quent parallèles entre elles.

La courbe RR,Ra etc. pourrait servir à la géné-

ration de la surface proposée ; car celle-ci résulte de

l'ensemble des tangentes de cette courbe, et il n'y a

pas de surface développable qu'on ne puisse imaginer

produite de cette manière.

Quand la courbe RRjR^ etc. est plane , la surface

engendrée par toutes ses tangentes n'est autre chose que

le plan dans lequel cette courbe est située (*).

94. On obtiendrait des surfaces analogues aux précé-

dentes et variées àriuRni, en substituant auxligne^droites

des courbes d'une nature donnée , et on trouverait qu'il

(*) C'est M. Monge qui a nommé cette courbe arête de rebrousse-

vient de la surface déueloppable , dans le IX^ et le X^ voium«
des Mcmoircs des Savaiis Etrangers , où il a traite' ce sujet anaij-

tiquement , avec beaucoup d'étendue : nous y renvoyons ceux de jioâ

lecteurs c^ui voudraient l'approfondir davantage.
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faut aussi trois conditions pour déterminer d'une ma-
nière complète le mouvementd'unecourbequelle qu'elle

soit ; mais sans entrer dans ces généralités
,

]e me bor-
nerai à indiquer la description des surfaces annulaires^

Fig. 66. Soit XZ une courbe quelconque, GH un cercle mo-
bile dont le centre M soit toujours sur cette courbe , et

dont le plan PQ la coupe perpendiculairement; ce cercle

engendrera une surface dont la partie ombrée de la

figure peut donner une idée.

Si on remplaçait le cercle GH par une autre courbe ,

iî faudrait ajouter une nouvelle condition; car le plan

PQ peut tourner sur le point M , sans cesser d'être per-

pendiculaire à la courbe XZ. Cette circonstance, qui

ne change rien parrapport au cercle GH, ferait varier

la surface engendrée par une courbe qui ne serait pas

symétrique autour du point M. On pourrait, par exem-

ple , assujétir une ligne fixe dans le plan PQ , à passer

constamment par une ligne droite ou courbe , donnée

dans l'espace.

Au lieu de supposer le plan PQ perpendiculaire à la

courbe XZ, on pourrait le faire mouvoir parallèlement

à lui-même, et, si la courbe GH n'était pas un cercle
,

concevoir qu'uae droite fixedarus le plan PQ , demeure

constamment parallèle à elle-même.

Le cas le plus simple des surfaces annulaires est celui

où la courbe XZ, située toute entière dans le plan

horizontal , est un cercle , et la courbe GH , un autre

Fig. G7. cercle placé dans le pian vertical DAH', ayant ton centre

O', toujours sur la circonférence X'Z', qu'on suppose dé-

crite du point A comme centre : tel est l'anneau ordinaire.

On voit que cette surface est en même temps du nom-

bres des surfaces de révolution; car elle est produite par

un cercle G'PH' tournant autour d'un axe AD, pris en

dehors, mais dans son plan.
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Ce serait ici le lieu de traiter des intersections mu-
tuelles de divers genres de surfaces courbes que nous

venons de considérer, mais de semblables détails passent

les bornes que nous nou>^ somme-^ presi^rites (*).

Nous terminerons par quelques indications sur la ma-
nière de développer les surfaces qui sont susceptibles

de cette opération , et sur celle de mener des tangentes

aux surfaces courbes en général.

DU DrVELOPPEMENT DES SURFACES.

96. Lorsqu'on développe une surface , on a pour but

de rapporter sur un seul plan , les courbes qu'on a con-

sidérées sur cette surface; par exemple , on développe

un cylindre pour y tracer plus commodément un filet

de vis. On sent aisément que pour exécuter ce déve-

loppement , il faut rapporter les courbes proposées sur

la surface qui les contient , à des données qui ne chan-

gent pas de grandeur , dans le passage de la surface au

plan , et dont la position respective dans ce dernier cas,

soit facile à déterminer.

PROBLÈME.
g6. Soit un cylindre à développer.

Si on coupe ce cylindre par un plan perpendiculaire

à sa droite génératrice , comme elle est toujours paral-

lèle à elle-même dans quelque position qu'elle se trouve
,

il est évident que le cylindre proposé ne sera formé
que de lignes perpendiculaires à ce plan. Cela posé,

lorsqu'on imaginera que chacune de ces lignes , F,E,
, Fitr.cs.

FiE^ , etc. tourne autour de EF pour s'appliquer sur

le développement , les arcsFFi, F,Fa , etc. deviendront

(*) J'ai donné dans le premier volame de mon Traité du Calcul
différentiel et du Calcul intégral^ la théorie analytif£ue et com-
plète des sarfaces courbes.
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Fig. es. des lignes droites, et tomberont tous dans le même
prolongement; car ils sont perpendicul.-.ires à l'axa au-

tour duquel se fait le mouvement de rotalion : le ré-

sultat sera donc une ligne droite, sur laquelle les lignes

génératrices du cyliiidie seront toutes (jerpendiculaires.

Soit .maintenant une courbe MM,Ma etc., tracée

sur le cylindre suivant une loi quelconque , ou produite

par l'intersection de ce corps avec un autre dont la

génération soit connue : puisque le cylindre est donné

ainsi que la position de tous les points de cette courbe,

par rapport aux plans coordonnés , il sera aisé de cons-

truire sur ceux-ci les projections de la section perpen-

diculaire que nous avons indiquée , et en la supposant

divisée en autantde parties qu'on voudra, FF,, F,F^, etc.

on déterminera les distances MF, IMiF, , M^F^ , etc-

des points de la courbe proposée à ceux de cette sec-

tion qui se trouvent sur la même droite génératrice.

Ces distances ne changeront pas dans le développe-

ment j et on les portera perpendiculairement à la droite

qui représente alors la section perpendiculaire , sur

chacun des points f , f
,

, f2 , etc. correspondans aux

points F, F, , Fa, etc. : la courbe m, ma etc. sera ce

que devient la courbe proposée, lorsqu'on développe le

cylindre.

Il faut bien remarquer que quoique la courbe

MMj Ma etc. puisse être fermée , son développement

dans beaucoup de cas sera indéfini : cela tient à ce

qu'un plan en se roulant en cylindre
,

peut passer

sur lui-même autant de fois qu'on voudra, puis-

qu'il est indéfini par sa nature. C'est ainsi qu'en cons-

truisantle développement de l'ellipse
,
qui est la section

du cylindre droit par un plan oblique à sa base, on

trouve pour résultat une courbe indéfinie,

97. Corollaire. Si le cylindre proposé était droit, s%
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base tiendrait lieu elle-même de la section perpendicu-

laire à la génératrice ; et en la supposant étendue

en ligne droite , on lui appliquerait tout ce qui a été

dit précédemment par rapport à cette «ection.

Conmie on ne peut avoir la circonférence du cercle

que par approximation , il s'ensuit qu'on ne construit

les développemens (lu cylindre droit que d'une manière

approchée; et cet inconvénient a lieu en généra) pour

tous les cylindres dont la section perpendiculaire n'est

pas une courbe rectiflable : mais dai;s les arts on se

contente de partager cette courbe en un nombre de

parties assez grand pour qu'elles puissent être consi-

dérées comme sensiblement rectilignes,et aîorsce n'est

pas proprement le cylindre proposé qu'on développe
,

mais un prisme d'un très-grand nombre de faces, ins-

crit dans ce cylindre.

98. Remarque. Il y a une courbure particulière qu'on Fig. 6n

trace sur un cylindre, qui ne saurait être passée sous

silence ; c'est celle qui jouit de la propriété de faire

constamment le même anale avec la droite génératrice,

dans quelque position qu'elle se trouve.

Il est aisé de voir que cette courbe devient une ligne

droite lorsqu'on développe le cylindre ; car alors toutes

les positions de la génétratrice se trouvant parallèles

entre elles sur un même plan, elles ne peuvent être ren-

contrées sous un angle constant que par une droite.

Lorsque le cylindre est droit, c'est-à-dire qu'il a
ta base circulaire et sa génératrice perpendiculaire sur

cette base , la courbe dont nous venons de parler est

alors celle que forme la tranche d'un filet de vis.

Si on conçoit une ligne droite assujétie aux trois

conditions suivantes : 1° à être toujours parallèle au
plan de la base du cylindre ,

2° à passer toujours par

son axe, 3° à suivre le cours de la courbe proposée j
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F'S- 69- cette droite engendrera une surface dont le filet de

la vis quarrée présente l'image , et qu'on voit toute

entière dans le dessous des escaliei's tournans.

Cette surface est du genre de celles dont on a donné
la délinition n'' 89 ; et il est facile de la construire

,

ainsi que de trouver ses intersections avec un plan ou

une autre surface dont la génération soit connue.

Si au lieu d'une ligne droite , on faisait mouvoir un
cercle , de manière qu'il fut toujours dans un plan pas-

sant par l'axe du cylindre droit , et que son centre

parcourût la courbe que nous avons considérée dans

cet article , la surface qui naîtrait de ce mouvement
serait celle qu'on emploie , sous le nom de vis Saint-

Gilles , dans la construction de l'escalier tournant.

On appelle /zf7/ rf^5, les courbes formées par l'enve-

loppement d'une ligne droite ^ur une surface cylin-

drique. Ces courbes jouissent de la propriété d'être les

plus courtes lignes qu'on puisse mener, sur cette surface,

entre deux de leurs points : et il est facile de s'en con-

vaincre en observant que l'étendue de la surface d'un

cylindre ne change pas lorsqu'on le développe -, par con-

séquent les distances respectives des points qui la com-
posent ne soufTrent ni extension ni contraction^ mais

alors la plus courte distance de deux quelconques de

ces points, est la droite menée de l'un à l'autre, et

cette droite devient une hélice sur le cylindre.

Ce qu'on vient de dire est non-seulement applicable

aux cylindres , mais convient encore aux cônes et aux

surfaces développables en général.

Si on trace une ligne droite sur leur développement,

et qu'on remette ces surfaces dans leur état primitif,

la ligne proposée deviendra une courbe qui jouira de

propriétés analogues à celles de l'hélice.

Cette courbe ne sera autre chose que celle qu'on

formerait
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formerait en pliant, un fil librement sur une surface

développable (*).

P R O B L È M E.

99. Construire le développement d'une surface conique

quelconque.

L'idée qu'on se forme du développement d'une py-
ramide quelconque, abstraction faite de sa base, con-

duit naturellement à celle du développement du cône.

Si on conçoit une courbe tracée sur la surface de ce

corps, de manière que tous ses points soient également

éloignés du sommet, lorsqu'on développera le cône, la

courbe dont il s'agit deviendra un cercle, ou au moins

une portion de cercle, dont le rayon sera la di>tance

constante de chacun des point? de cette courbe au .«com-

met du cône : or si on imagine une sphère ayant pour

centre le sommet du cône, elle coupera sa surface suivant

une courbe de la nature de celle dont on vient de parler,

et que par conséquent il est facile de construire (Sa).

Soit FF,Fa etc. cette courbe, et MM, Ma etc. une Fig. 70.

courbe quelconque tracée sur la surface conique pro-

posée, et qu'il s'agisse de développer -, on v parviendra

en déterminant les distances MS , M, S, M^S , etc. du
sommet à chacun de ses points, et la longueur des ai'cs

(*) Poar se faire une idée de cette combe , il n'y a qu'à

supposer que le fil ait nue certaine largeur , comme celle d'nn ru-

ban ^ alors on verra r^n'il y a une manière de Teuvelopper autour

de la surface proposée, sans le tordre : la ligne suivant laquelle le

"ruban touche cette surface, forme précisément la courbe que nous

avons en vue.

Nous remarquerons ici que l'on peut de même envelopper libre-

ment un fil sur une surface courbe quelconque, en le tendant au-

tant qu'il est possible entre ses extrémités j la courbe qu'il déter-

mine, par son application sur la surface proposée, est la plus

courte qu'on puisse mener entre deux quelconques de ses poiuts,

sur cette même surface.

CcmjiL de la Céom. 4' édit. 7
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Fig. 70. FFj, FF2, etc. compris, sur la première courbe, entre

une de ces distances prise à volonté, telle que MS, par

exemple, et chacune des autres.

A5'ant tiré sur un plan une ligne indéfinie sf, pour

représenter la position de la génératrice du cône à l'ori-

gine du développement, on décrira un cercle du point s

comme centre , et d'un rayon sf égal à SF j ensuite on

cherchera de quel nombre de degrés doit être un arc

du cercle ff, fa etc. dont la longueur égalerait celle de

l'arc FF,, et ayant fait l'angle fsf, , de ce nombre de

degrés, on prendra sur sf, une distance smj r=SM, ; le

point nii , ainsi trouvé , appartiendra au développement

qu'on se propose de construire.

lOû. Remarque. Cette solution demande, comme on
voit, qu'on connaisse la longueur des différentes parties

de la courbe qui a tous ses points à égale distance du
sommet du cône , ou que du moins on puisse transformer

en arcs de cercle , ces parties : or c'est ce qu'on ne peut

obtenir que par le calcul intégral ; et le plus souvent

par approximation seulement; ensorte que le procédé

que je viens d'indiquer ne peut être employé qu'à l'aide

de l'analyse. Mais dans les arts, l'objet qu'on se propose

n'étant que d'obtenir une précision suffisante pour les

moyens d'exécution dont on peut disposer, on modifie

la méthode précédente de manière qu'elle puisse être

pratiquée fort simplement.

On développe alors au lieu du cône une pyramide qui

lui est insc! ite , et qu'on suppose d'un très-grand nombre

de faces, ensorte que les arcs FF,, F, Fa, F2F3 , etc.

puissent être regardés comme ne différant pas sensible-

ment de lignes droites, et on les porte successivement

en f f, , f,fa, f^fs , etc. sur la circonférence du cercle

tracé danste développement. Le reste de la construction

s'achève comme il a été dit précédemment.
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101. Corollaire. Si on suppose que le cône dont on

cherche le développement soit droit , c'est-à-dire à base

circulaire , et que son axe passe par le centre de cette

base, alors la courbe FF,Fa etc. devient un cercle pa-

rallèle à la base du cône ; et comme le rayon SF peut

être pris à volonté , il sera plus commode d'employer la

base elle-même. On voit que dans le développement

,

cette base fait encore partie d'un cercle , mais dont le

rayon n'est pas le même que sur le cône; celui-ci est OE, T'S 1^-

tandis que l'autre est ES, ou le côté même du cône.

Si les lignes OE et ES sont commensurables entre

elles, il est aisé d'avoir le développement; car la lon-

gueur de la circonférence de la base du cône, et celle

de l'arc total du développement, étant dans le rapport

de ces lignes, la même chose aura lieu pour chacune de

leurs parties correspondantes. La construction sera

parfaitement rigoureuse , si ce rapport est tel" qu'on

puisse construire géométriquement l'arc ge ; car alors

la question se réduira à prendre sur les arcs GE et ge
des parties qui soient entre elles dans le même rapport,

et on peut le faire par la simple opération de la bissec-

tion des angles.

102. Remarque. Nous n'entrerons dans aucun détail

à l'égard des surfaces développables en général \ la mé-

thode rigoureuse à employer pour leur développement

ne saurait être indiquée ici , et quant aux méthodes d'ap-

proximation , elles sont elles-mêmes ti'op longues et d'un

usage trop peu fréquent pour qu'on doive s'y arrêter.

Nous nous contenterons d'observer qu'on peut chercher

au lieu du développement de la surface , celui du po-
lyèdre inscrit à cette surface , et formé suivant la même
loi.

On déterminerait donc les angles IVIRM, , M,R,M2, l'i^.CJ

MaRaMs , etc., les longueurs des lignes MR, M,R,,
7"
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Pig.65. M2R3, etc. etRR,, R,R2, etc., et à l'aide de ces don*

nées, on construirait sur un plan les triangles M RM,,
MiRjMa , etc. dans la situation respective où ils se

trouvent sur la surface du corps proposé.

Si on passe des polygones aux courbes , c'est-à-dire

du polyèdre à la surface proposée , toute courbe tracée

sur cette surface sera rapportée à l'arête de rebroussfi-

nient
,
par les tangentes mêmes de cette arête (*).

DES PLANS TANCENS AUX SURFACES COURBES.

io3. L'idée qu'on doit avoir du plan tangent à une

suiface courbe, empçfte avec elle la condition que ce

plan doit passer par toutes les tangentes qu'on peut me-

ner à la surface proposée, par le point où il la touche.

Ou bien encore , si on imagine tant de plans qu'on

voudra , menés par le point de contact , mais de manière

à couyer la surface proposée, il faut que les sections

qui en résultent soient touchées respectivement par les

droites qui sont les intersections des plans coupans et

du plan tangent.

Deux lignes droites suffisent pour déterminer la po-

sition d'un plan
;
par conséquent deux sections quel-

conques , faites par le même point dans une surface

courbé , donnant lieu à deux tangentes qui passent par

ce point , celles-ci suffiront pour déterminer le plan tan-

gent à la surface proposée.

Nous supposerons pour plus de simplicité dans la mé-

thode générale , que l'on ait coupé la surface proposée

, (*) J'ai traite cette matière analytiquemcnt , dans un Mémoire Iii

k rAradéraie <les Sciences en i7r)'>j et j'y ai donne les foruiules

d'où dépend la transformation qn'une courhe cjuflconque subit en

passant d'un jilan sur une snrfare developpalile , et réciproquement :

On les trouve à la lin ria i^"^ volume de Ja seconde édition de tnon

yVaifé du Calcul différentiel et du Calcul intégral.
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par deux plans, le premier horizontal , et donnant une

section MZ", le second vertical
,
perpendiculaire au ^'g- T^'"

plan DAB , et donnant pour section la courbe MX'.
Il esî: clair que si on sait mener les tangentes aux

courbes MZ" et MX', on aura deux lignes Mt et MT,
qui détermineront le plan tangent demandé.

La question de mener un plan tangent à une surface

courbe quelconque , est donc ramenée à la recherche

des tangentes des courbes planes ; c'est tout ce qu'oa

peut faire sans employer l'analyse , et nous observerons

de plus qu'il faudrait encore prouver que le plan qui

past-era par les deux lignes Mt et MT, passera aussi par

la tangente de toute autre section faite par le point M
dans la surface proposée.

On sent assez bien la vérité de cette proposition ; car

si elle n'avait pas lieu, il s'ensuivrait qu'on ne pourrait

pas mener des plans tangens à toutes les surfaces en

général : mais c'est par l'analyse qu'on la démontrerait

complètement.

Yoici quelques cas particuliers où la question se mo-
difie, et devient beaucoup plus simple.

,

PROBLÈME.
J04. Mener un plan tangent à un cylindre.

La génération du cylindre est telle qu'un plan le

touche toujours suivant une ligne droite
,
qui n'est que

la génératrice prise dans l'une de ses positions
; mais ce

plan va rencontrer le plan horizontal suivant une ligne

droite P'T', qui touche la courbe servant de base au f ig. ^j'^

cylindre.

Il suit donc de là que si on mène par le point M
,
pris

sur une surface cylindrique , une droite MP' parallèle

à la génératrice AD , et que l'on construise la tangente

P'T' au point P' de la courbe qui sert de base au cy—
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, le plan tangent demandé fera déterminé par les

lignes MP' et P'T' : il sera donc facile d'en trouver les

communes sections avec chacun des plans coordonnés.

io5. Corollaire I". Si l'on sait mener des tangentes

à la base du cylindre, on pourra, par ce qui précède,

en mener aussi à toutes les sections de ce cylindre par

un plan quelconque ; car il est aisé de voir que les tan-

gentes de ces courbes seront les intersections des plans

qui les contiennent avec le plan tangent au cylindre.

En général, si une courbe est l'intersection de deux

surfaces courbes, et qu'on puisse mener des plans tan-

gens à chacune d'elles , la courbe proposée aura pour

tangente l'intersection de deux plans respectivement

tangens à ces surfaces courbes, dans le point que l'on

considère.

Corollaire II. Nous avons fait voir (77) comment

on pouvait représenter une courbe dont tous les points

ne se trouvaient pas dans un même plan ; il suit de tout

ce qui précède que pour mener une tangente à une

courbe de cette nature , il faut chercher celles de ses

deux projections.

En effet , la courbe proposée se trouve d'abord sur

im cylindre élevé perpendiculairement sur sa projection

horizontale ; sa tangente , dans un point quelconque

,

est donc comprise dans le plan tangent au cylindre dont

on vient de parler. Mais ce plan est perpendiculaire au

plan horizontal , et sa commune section avec celui-ci

touche la base du cylindre , ou la projection de la courbe

proposée , dans un point qui est la projection de celui

où il touche la courbe donnée ; cette commune section

est donc, "sur le plan horizontal, la projection de la

tangente cherchée.

En raisonnant de même pour le plan vertical , on
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verra que la tangente menée par le point de la projec-

tion verticale qui correspond au point donné, sera la

projection verticale demandée.

P R O R L E AI E.

îoS, Mener un plan tangent à un cône.

La solution de ce problème ne diffère de celle du
précédent, qu'en ce que la ligne SP' doit être menée par Fig. 74.

le sommet S, au lieu d'être parallèle à la génératrice,

comme dans le cas du cylindre.

PROBLÈME.
107. Mener un plan tangent à une surface de révo—

lation par un point pris sur cette swface.

Dans ce cas particulier, les sections les plus simples

<ju'on puisse obtenir sont les cercles perpendiculaires

à l'axe de rotation , et la courbe génératrice
,
qui résulte

toujours de la section faite dans le corps par un plan

mené par cet axe.

Le plan tangent au point M sera donc déterminé par Fig. 75.

les droites Mt et MT, la première tangente au cercle

MZ , et la seconde à la courbe génératrice MX.
Si l'on sait mener une tangente à cette dernière, on

pourra toujours construire le plan tangent à la surface

qu'elle engendre.

108. Corollaire. Lorsqu'on sait mener des plans tan-

gens aux surfaces courbes , on peut mener des lignes

.qui soient perpendiculaires à ces surfaces ; car il suffit

pour cela qu'elles soient perpendiculaires aux plans

tangens, et qu'elles passent par les points de contacts.

Ces lignes s'appellent les normales des surfaces propo-

sées , nom qu'on a donné aussi aux lignes droites per-

pendiculaires aux courbes planes.

Il y a cette différence entre les normales des courbes^
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planes et celles des surfaces courbes, que les premières

se rencontrent toutes ou sont parallèles , au lieu que

pour les dernières il faut choisir certaines suites de

points sur la surface proposée, pour en trouver qui

aient cette propriété. En général elles sont situées dans

des plans différens.

Les courbes à double courbure qui ne sont pas com-
prises dans un seul plan déterminé , ne peuvent pas non
plus avoir des normales déterminées ; mais ces lignes

sont remplacées par des plans menés perpendiculaire-

ment à leurs tangentes, par les points de contacts, et

auxquels on a donné le nom de plans normaux. On
peut construire ces plans toutes les fois qu'on sait

mener des tangentes aux courbes proposées.

log. Remarque g;énérale. Les surfaces courbes peu-

vent être divisées en deux classes
,
par rapport à leurs

plans tangens.

Dans l'une , le contact du plan tangent et de la sur-

face proposée a lieu dans toute l'étendue d'une ligne

droite. Cette classe comprend toutes les surfaces déve-

loppables , et ne comprend qu'elles.

Chacune des surfaces de l'autre classe n'a de commun
avec son plan tangent qu'un ou plusieurs points , mais

toujours limités en nombre.

Il suit de là que si on se proposait de mener des plans

tangens aux surfaces courbes par des points pris hors de

ces suifaces, ou de les déterminer par des conditions

qui soient étrangères à ces mêmes surfaces , le nombre

des conditions ne saurait être le même pour une des

classes de surfaces que pour l'autre.

Toutes les fois que le contact doit se faire dans une

ligne droite , il est clair qu'il suffit d'un point ou d'une

condition pour achever de déterminer le plan tangent.
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Ainsi il faut se proposer en général de mener par un

point donné , un plan tangent à un cylindre , à un cône,

ou à une surface développable ; et c'est par deux points

ou par une droite donnée, qu'il faut mener un plan

tangent à une surface de révolution engendrée par une

courbe.

Nous ne ferons qu'indiquer la manière de résoudre

ces questions. Dans le cas du cylindre, il est^ clair que

si on mène par le point donné une parallèle à la géné-

ratrice
, elle se trouvera sur le plan cherché

,
puisqu'il

doit toucher la surface proposée, dans une ligne pa-

rallèle à cette droite ; mais la commune section de ce

plan avec le plan horizontal doit toucher la base du
cylindre ; il sera donc déterminé par la droite qu'on

vient de mener, et par la tangente tirée du point où

elle rencontre le plan horizontal , à la courbe qui sert

de base au cylindre : la question est donc réduite à sa-

voir mener une tangente à cette courbe par un point

extérieur. On appliquera ce procédé au cône, en me-
nant par le point donné et le sommet, lapremière droite

dont nous avons parlé

,

Pour les surfaces dcveîoppables en général, on cons-

truira leurs intersections avec deux plans quelconques

menés par le point donné ; et si l'on peut mener par le

point donné les tangentes à ces sections, elles détermi-

neront le plan tangent demandé.

Si la surface courbe proposée n'est pas développable,

c'est par une droite qu'il faut lui mener un plan tan-

gent ; et il est évident qur'it ne s'agit que de trouver sur

cette surface un point par lequel on puisse mener deux

tangentes qui passent par la droite donnée : elles dé-

termineront le plan cherché.

Il est aisé de voir que ces droites peuvent être regar-

dées comme faisant partie de deux surfaces formées par
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des droites a.esuiéties à toucher la surface proposée, et

à passer par Ja ligne donnée ; et voici comment on peut

construire ces surfacef^. On concevra une suite de plans

menés suivant une certaine loi , tous horizontaux
,
par

exemple; et par les points où ils rencontreront la droite

donnée, on tirera des tangentes aux sections qu'ils font

dans la surface proposée : les projections de tous les

points de contacts appartiendront à la courbe suivant

laquelle cette surface est touchée par celle qui résulte

de l'ensemble des tangentes dont on vient de parler. On
prendra ensuite des plans coupans assujétis à une autre

loi, verticaux et parallèles, par exemple, et on cher-

chera aussi la courbe de contact de la surface proposée

et de celle qui résulte de toutes les tangentes menées

comme précédemment, par des points de la droite don-

née, aux nouvelles sections qu'on obtiendrait. Il est évi-

dent que chacun des points où les courbes de contact

se rencontrent, est situé sur àeux droites qui touchent

la surface proposée , et qui passent par la ligne donnée

,

ces droites déterminent donc un des plans tangens de-

mandés.

Si la surface proposée était de révolution et avait soii

axe vertical , les sections horizontales seraient toutes

des cercles, soit en elles-mêmes, soit dans leur projec-

tion • et il serait facile de leur mener des tangentes par

le point de la droite donnée qui se trouve dans le plan

qui les produit. Quant aux plans coupaus verticaux, il

faudrait les assujétir à passer par l'axe , afin de n'avoir

pour toutes les sections que la courbe génératrice. Si

Ton savait mener des tangentes à cette courbe par des

points extérieurs, et qu'on projetât les contacts sur des

plans coordonnés, on achèverait Ja solution comme plus

haut.

no. La division que nous venons d'établir dans le*
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surfaces, relativement aux plans tangens, a lieu tgale-

luejit par rapport a leur courbure. On a du remarquer

que le cylindre
,
par exemple, avait un sens dans lequel

il était privé de courbure, et c'est précisément le long

de la droite géntratrice. Cette propriété lui est com-

mune avec toutes les surfaces développables ; car étant

touchées suivant une ligne droite
,
par un plan ,

elles

n'ont aucune courbure dans le sens de cette ligne.

II ne faut pas comprendre dans cette observation les

surfaces décrites dans les n" 89 et 90, qui sont formées

de lignes droites à la vérité , mais qui ne sauraient être

touchées par un plan dans toute l'étendue de ces droites.

Il e<t bien vrai qu'en coupant les surfaces dont il

s'agit par un plan mené par la droite génératrice , la sec-

tion qu'on obtiendrait n'aurait pas de courbure : mais

il ne faut pas confondre la courbe d'une surface avec

celle de ses sections j car il est tvident qu'en donnant

certaines positions au plan coupant , on peut varier cette

courbure par un même point d'une infinité de manières.

De même que dans les courbes planes , on mesure la

courbure dans chaque point
,
par celle de l'arc de cercle

qui passe par trois points infiniment proches, et dont le

centre se trouve au point de concours de deux normales

consécutives; de même aussi dans les surfaces courbes,

il faut chercher le point de concours de deux normales

consécutives , et élever par ce point
,
perpendiculaire-

ment à leur plan , une droite
,
qu'on regarde comme

l'axe de rotation d'tn petit arc de courbe qui décrit

l'élément de la surface ; mais il faut que dans cet arc

se trouvent aussi deux normales consécutives qui se

coupent.

Toutes ces recherches qui sont l'objet de l'analyse la

plus délicate et la plus élégante, ne sauraient être trai-

tées convenablement par de simples considérations géo-
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métriques. Les lecteurs trouveront dans les Mémoires
de l'Académie de Berlin, année 1765, dans ce-jx de

l'Académie des sciences de Paris 1781 , enfin dans le

tome X des Savans Etrangers , tout ce qu'on peut dési-

rer sur cette matière. ( Voyez aussi mon Traité du
Calcul dijférentiel et du Calcul intégral ^ tome I. )

ESSAI SUR LA PERSPECTIVE.

m. Tout le monde sait que la lumière se propage

en ligne droite, et que les objets ne deviennent visibles

que par les rayons qu'ils nous renvoient. C'est l'en-

semble de ces rayons qui détermine les images des

corps.

Ainsi nous appercevons le contour du quadrilatère

i'ig. 76. ABCD
,
parce que chacun de ses points renvoie un

rayon lumineux à notre œil. Il est aisé de voir que l'en-

semble de ces rayons est la pyramide formée par les

lignes menées des difFérens points de l'objet à notre

œil (*).

Piepréssntons cette pyramide par OABC, le sommet
O désignant la position de l'œil. Il est évident que tous

les points situés sur les faces adjacentes à ce sommet,
se trouvent sur quelqu'une des lignes tirées des dilTérens

points du contour ABCD : les images des premiers

points doivent donc se confondre avec celles des se-

conds j et par conséquent si la pyramide était coupée

("^) Nous avons suppose l'objet blanc ou coîoré, mais non pas

noir, car alors on ne le voit que par l'absence des rayons de lumière;

ainsi
,
pour le cas de la fi£;ure, il serait vrai de dire f|nc la pyramide

est déterminée par l'absence des rayons dans l'espace occupe par les

côtes du quadri'atère.

Nous sommes d'ailleurs obliges de faire abstraction des circons-

tances pbysiqiies de la vue; mais ceux de nos lecteurs qui eu soiU

instruits sentiront aisément que l'appUcaiioQ de la mcibodc n'eu

est pas moins rigoureuse.
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par un plan ou par une surface quelconque, le contour Fig. 7G.

qui réf-ulterait de cette interjection aurait pour Tceil la

même forme que le quadrilatère ADCD.

Tl n'est donc pas nécessaire de présenter à nos yeux

l'objet lui-même, pour que nous éprouvions la sensa-

tion qu'il ferait naître en nous par l'organe de la vue;

il suflit de déterminer un assemblage de rayons disposés

respectivement comme le seraient ceux qtii iraient des

dilTérens points de l'obiet à notre œil (*).

De là vient la possibilité de représenter les corps sur

un tableau ; car si on conçoit que la pyramide formée

par l'ensemble des rayons menés de differeus points du

corps à notre œil, soit coupée par un plan , il en résul-

tera une image propre à faire naître la sen^ation du

contour du corps, et de la' disposition respective de ses

différentes parties.

Il suit de ce qui précède
,
que la détermination de

cette image dépend uniquement de la recherche des

intersections des lignes menées de l'œil aux divers points

remarquables de l'objet, avec le plan ou la surface sur

lesquels il doit être représenté.

Les positions respectives de l'œil , du tableau et de

l'objet, doivent être déterminées, pour que l'image le

soit. La connaissance de la forme réelle et det^ dimen-

sions du corps qu'on veut représenter donnera les pro-

jections des points remarquables qui déterminent son

contour et la situation des parties qui le composent. Le
problème sera donc réduit à trouver, sur le tableau,

(*) Il est évident qu'on formerait encore une perspective de i"ob '

jet , en supposant que les rayons visuels Inssont prolongés au-delà

pour aller rencontrer le tableau placé derrière 5 l'image serait alors

plus grande que l'objet. On pourrait aussi placer le tableau derrière

l'œil, la pyramide étant prolongée au-delà de son sommet, l'image

fierait reaversée.
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l'image de chacun de ces points, c'est-à-dire la rencontre

d'une ligne droite donnée, avec un pian ou une surface

aussi donnée.

Je vais parcourir les dilFérens cas de cette question
,

sans néanmoins entrer dans les détails qui sortent des

bornes que je me suis prescrites.

PROBLÈME.
112. Trouver sur un tableau plan , situé d'une ma-^

mère quelconque , l'apparence ou la perspective d'un,

point donné de l'espace.

On prendra les projections verticales des points pro-

posés, sur un plan perpendiculaire à la commune sec-

tion du tableau avec le plan horizontal.

Soient donc T'AT" le tableau , O' et O" les projec-

tions de l'œil O, P' et P" celles du point P à mettre en

perspective ; O'P' et O" P" seront les projections du

rayon visuel OP.

La rencontre p de cette ligne et du tableau , détermi-

nera l'apparence cherchée ; mais comme ce point doit

être construit sur le tableau, les projections p' et p" ne

suflisent pas ; il faut appliquer ici le procédé du n" 5i
,

à l'aide duquel on trouvera les distances Ap et Ap" de-

ce même point à deux lignes AT" et AT' perpendicu-

laires entre elles dans le tableau. La seconde, qui est

l'intersection du tableau avec le plan horizontal sur

lequel les objets reposent, est nommée en perspective,

li^ne de terre.

Il suîRt alors d'abaisser p'p perpendiculaire sur AT',

pour avoir la distance du point p à la droite AT". Cela

est évident en concevant le plan vertical p'pp ,
parallèle

à T"AB ; il est d'ailleurs aisé de voir que Ap" est la dis-

tance du point cherché à la ligne de terre AT'.

1 13. Quand le tableau est perpendiculaire sur le plan
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horizontal, comme le marque T'At", alors les projec- F'g- :7-

tions O'P' et 0"P" déterminent elles-mêmes par leur

rencontre avec les lignes T'A et t"A , les distances Aq'

et Aq", de la perspective q à chacune de ces droites.

114. Nous avons pris pour exemple une pyramide Fia- 79-

dont les quatre angles trièdres ont leurs sommets pro-

jetés à l'extrémité des rayons menés des points O' et O".

La construction de la perspective de l'un de ces som-

mets est désignée par les mêmes lettres que dans la

figure 77.

1 15. Dans le cas où le tableau e?t droit , on simplifie ^'Z- 7^-

beaucoup la construction, en prenant le plan même du

tableau pour plan coordonné vertical. L'œil étant sup-

posé derrière le tableau, a sa proiection horizontale en

O'; celle du point proposé est en P', et p est la perspec-

tive de ce point.

iiG. Remarque. Si l'obiet à représenter est terminé

par des lignes droites et par des plans, on construira

5on image en cherchant lea perspectives des sommets

des angles polyèdres qui le terminent; et il ne sera be-

soin pour cela que de répéter le procédé qui vient d'être

indiqué. Deux points détermineront une ligne droite, et

les faces de l'objet proposé seront formées d'un certain
'

nombre de lignes.

Quand l'objet est terminé par des surfaces courbes,*

il ne présente alors aucun point particulier à saisir pour
déterminer sa forme ^ il faut préalablement trouver son

contour apparent.

Le contour apparent n'est autre chose que la courbe

qui sépare sur un corps, la partie qu'on voit de celle

qu'on ne voit pas; et il est évidemment forme nar l'en-

semble des points dans lesquels le rayon visuel ne fait

que toucher la surface du corps. Si on conçoit une sur-
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face conique ayant son sommet placé dans l'œil , et qui

enveloppe le corps proposé, en le touchant, la coui-be

des contacts sera précisément celle du contour apparent.

Si on coupe ce cône par des plans menés par l'œil

,

suivant une loi établie à volonté , c|iacun d'eux formera

dans le corps proposé une section qui sera touchée par

deux des droites génératrices du cône. De là résulte une

méthode générale pour construire le contour apparent

d'une surface courbe.

Fig. 77. On imaginera cette surface coupée par une suite de

plans verticaux, tels que OO'P'P, passant tous par

l'œil • on construira , sur le plan vertical , la projec-

tion P"X" de chacune des sections, et on mènera du

point O" une tangente 0"P" à cette courbe. Ayant les

projections du rayon visuel , on trouvera, comme dans

le problème précédent, la perspective du point F situé

sur la limite visible de l'objet proposé , ou sur sou

contour apparent.

On voit que cette méthode tient de près à celle qu'on

a donnée pour trouver les intersections des surfaces

courbes; il est donc aisé de prévoir qu'elle peut, comme
cette dernière , se réduire à des procédés plus simples

pour le cas de certaines surfaces , en rapprochant le

système des plans coupans de celui de la génération de

ces surfaces : mais n'ayant pas le dessein d'écrire un

Traité complet de Perspective , je ne dois pas entrer

dans ces détails.

117. F,.emarque, Il y a encore un genre de perspec-

tive d'un grand usage. On suppose alors que l'œil est

placé à une distance infinie de l'objet : par là les rayons

visuels peuvent être regardés comme parallèles entre

eux; et ayant désigné par une droite quelconque la di-

rection suivant laquelle les corps doivent être vus, il ne

s'agit
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«'agît plus, pour mettre des points en perspective, que

de mener par ces points , des lignes parallèles à la ligne

donnée, et de trouver leur rencontre avec le tableau.

On voit encore que dans cette hypothèse , le contour

apparent d'un corps est déterminé par des tangentes àsa

surface
,
qui sont parallèles entre elles , et dont l'en-

semble forme un cylindre.

Pour déterminer ces tangentes , on choisit les plans

coupans verticaux et parallèles à la ligne donnée ; et les

tangentes aux projections verticales des sections doivent

être menées parallèlement à la projection de la ligne

donnée qui marque la direction du rayon visuel.

Cette perspective est une espèce de projection qu'on

pourrait employer pour résoudre les questions du genre

de celles que j'ai traitées dans la première et la seconde

partie de cet ouvrage ; car rien n'oblige à projeter par

des perpendiculaires, et dans un grand nombre de cas

les solutions deviennent plus simples, lojwqu'on projette

par des lignes obliques.

Je vais encore donner quelques propositions qui ser-

vent de fondement à une méthode de perspective fort

répandue , et qui s'applique avec beaucoup de facilité

aux corps terminés par des plans et des lignes droites.

THÉORÈME.

11 8. Si on mène par Pœil, une parallèle à une droite Fig. So>

située d'une manière quelconque par rapport au tableau
,

le point où cette parallèle rencontre le tableau , appar-

tient à la perspective de la droite proposée.

En effet, toutes les lignes menées de l'œil aux diffé-

rens points de la droite proposée forment un plan, qui,

par sa rencontre avec le tableau détermine la pei-spec--

tive de cette droite ; mais la ligne 00' étant parallèl»

Compl. de la Gëom. 4* édit. 8
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Fig. 80. à la proposée , et passant par l'œil, que je suppose eu

O, est comprise nécessairement dans ce plan : donc le

point O' où elle rencontre le tableau TA , appartient

à la perspective dont il s'agit.

119. Remarque. Il est évident d'ailleurs que le point

P', où la droite proposée rencontre elle-même le ta-

bleau , fait aussi partie de sa perspective ; donc pour

tracer cette perspective , il suffit de connaître les points

où la proposée et une ligne qui lui serait menée paral-

lèment par l'œil, rencontrent le tableau.

120. Corollaire I. Il suit du théorème précédent, que

les perspectives de tant de lignes parallèles entre elles

qu'on voudra, se couperont toutes dans un seul point

du tableau. Ce point est nommé dans les Traités de

Perspective
,
point accidentel.

En effet , on ne peut mener par l'œil qu'une seule

ligne qui leur soit parallèle à toutes, et leurs perspec-

tives passeront nécessairement par le point où elle ren-

contre le tableau.

121 . Corollaire II. Si les lignes proposées étaient en

même temps parallèles au tableau , la droite 00' menée

par l'œil , ne rencontrerait plus le tableau , et par consé-

quent les perspectives seraient parallèles entre elles.

On s'assurera, à priori, de la vérité de cette pro-

position, par le raisonnement suivant. Les deux droites

proposées étant parallèles entre elles , les plans formés

par l'assemblage des rayons menés de l'œil aux différens

points de ces lignes , et qui contiennent leurs perspec-

tives, ont nécessairement leur intersection parallèle à

ces mêmes lignes , et pas conséquent au tableau. Les

perspectives ne pouvant se rencontrer que dans les

points communs à cette intersection et au tableau,

seront donc parallèles entre elles.
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122. Corollaire IJI. De là dérive une méthode très- Fig- 8t;

simple de mettre en perspective des lignes et des points.

On abaisse une perpendiculaire 00" de t'œil sur le

tableau; le point O" où elle le rencontre s'appelle point

de vue. Il suit de ce qui précède
,
que toutes les pers-

pectives des lignes perpendiculaires au tableau doivent

concourir à ce point.

On projettera donc le point proposé P sur le tableau,

que nous supposerons vertical -, le point P" où tombe
cette projection sera celui où la perpendiculaire menée
du point proposé sur le tableau , le rencontre; et la

perspective de cette droite sera P"0".

On tirera ensuite P' il/ faisant avec AB, un angle égal

à la moitié d'un droit j ce sera la projection d'une ligne

horizontale menée du point P, au tableau, sous cet

angle, et sa rencontre avec ce plan aura lieu au point M"
placé à une hauteur MM" égale à P'P. Mais si on prend

sur 0"D", parallèle à AB , une grandeur 0"D" égale à

la distance 00" de l'œil au tableau, il est aisé de voir

que la ligne OD" sera parallèle à toutes celles qu'on

mènerait horizontalement sous un angle de ci, 5, au

tableau, dans le sens de iJiP'; par conséquent les

perspectives de ces lignes doivent toutes se rencontrer

au point D". Ayant tiré M"D", cette droite doit con-

tenir la perspective du point P ; mais cette perspective

doit se trouver aussi sur 0"V" : elle est donc en K".

123. Remarque. On peut encore pratiquer la pers-

pective au moyen de l'échellefuyante ,
qui dispense de

tracer le plan géométral, et l'élévation des objets, et

dont voici le principe de construction.

On rapporte les objets à trois plans perpendiculaires Fig, Ss-

€ntre eux ; le premier horizontal , et passant par la ligne

de terre AB -, le second vertical ,
perpendiculaire au
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•f'S- Sa, tableau , et passant par le bord BT ; le troisiènife est le

tableau lui-même AT, que je suppose ici droit : un point

sera donc donné , si l'on connaît ses distances respec-

tives à ces trois plans (24)- La distance au tableau se

comptera sur BC , la distance au plan vertical passant

par BC et par BT, se comptera sur AB , et enfm la

distance au plan horizontal, ou la hauteur du point, se

comptera sur BT. Cela posé, les deux lignes AB et BT
étant dans le tableau , il suffit d'y transporter les divi-

sions de la troisième BC , ce qui se fait en tirant au point

de vue la ligne BO" qui sera la perspective de BC , et

en menant au point de distance D", les droites aD",

3 D", sD", etc. qui couperont BO", aux points c, i,

2,3, etc. correspondans aux parties Bb,', bi, 12, etc.

de la ligne BC.

La ligne BO", ainsi divisée, est Véchelle fuyante qui

marque l'enfoncement apparent des objets dans le ta-

bleau • et si on tire par les points de division de cette

échelle, des droites parallèles à AB, elles pourront être

considérées comme les lignes de terre de divers plans

mené* parallèlement au tableau , à des profondeurs

marquées par les divisions correspondantes de l'échelle :

elles contiendront les perspectives des projections hori-

zontales, ou des pieds des objets situés dans ces plans.

Si l'on prend ensuite sur la droite AB, que l'on

nomme échelle defront^ une partie Be égale à la dis-

tance où le point proposé est du plan vertical passant

par BC et par BT,. et qu'on tire au point de vue la

droite e O", la rencontre de celle-ci avec g 2 ,
parallèle

à AB , donnera la perspective de la projection hori-

zontale, ou du pied de^l'objet proposé.

Enfin , si l'on prend sur BT, échelle des hauteurs , la

partie ef égale à la hauteur du point proposé, et qu'on

tiie fO", cette dernière droite rencontrera gh, per-;
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pendiculaire à g 2 , au point h
,
qui sera la perspective Flg- 8a;

demandée.

On voit que ce procédé donne, en opérant immédia-

tement sur le tableau, la perspective de tous les objets

qu'on veut y représenter, dès qu'on a construit l'échelle

fuyante.

On peut aussi , lorsque les dimensions du tableau

sont assez grandes pour rendre le tracé d'une exécu-

tion difficile , calculer les divisions de l'échelle fuj'^ante

,

en considérant les triangles semblables 0"cD" et acB,-

d'où il résulte

aB : Bc :: 0"D' : 0"c

aB+ O "D" : Bc + 0"c :: aB : Bc
aB -h 0"D" : BO" :: aB : Bc.

Les divisions de cette échelle donnent les distances

des droites qui représentent les communes sections des

plans perspectifs parallèles à celui du tableau. Les hau-

teurs hg se calculent aussi par une simple proportion,

puisque l'onaef : hg " eO" ', gO", et qua^i'ailleurs les

droites eO" et gO" sont évidemment entre elles comme
les distances BO" et 0"2.

Nous remarquerons que l'usage du compas de pro-

portion facilite beaucoup les opérations de la perspec-

tive , et qu'il est surtout très-commode pour déterminer

leâ hauteurs apparentes.

La proportion aB : Bc :: 0"jy '. 0"c, ferait con-

naître la distance 0"D" de l'œil du tableau, si l'on s©

donnait la droite BO", l'espace aB et sa perspective Bc.

124. Remarque générale. On vient de lire dans ce qui

précède , les moyens généraux qu'on peut employer

pour mettre en perspective les contours apparens et les

points remarquables des objets 5 mais ces procédés qui
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Composent la perspective linéaire, ne suffisent pas pour
doniaer une représentation complète des corps.

.

Les' parties éclairâes ou les coups de liimière , les

ombrés et les dégradiations de teinte , concourent à

rendre sensibles les saillies, les enfoncériiens et les loin-

tains. Toutes ces circonstances peuvent se déterminer

rigoui'euseTnent par des méthodes analogues à celles

^oe nous avons données. Il ne faut pour cela que dé-

composer l'énoncé de la question , de manière à pouvoir

reconnaître les conditions mathématiques auxquelles on

doit satisfaire.

Pour les ombres
,
par exemple , si le corps lumineux

est réduit à un point, on voit qu'elles sont déterminées

par l'espace compris dans une surface conique tan-

gente au corps opaque , et ayant pour sommet le point

Jumineux.

Par conséquent, déterminer l'ombre portée sur quel-

que surface que ce soit, c'est chercher l'espace que

cei'cbne retranche de la surface dont il s'agit, espace

circonscrit p%r la courbe qui est l'intersection du cône

dont on vient de parler et de la surface proposée.

Nous ne pouvons considérer ici ces objets qui de-

mandent des connaissances étrangères à la Géométrie
;

BOUS les avons indiqués seulement pour faire voir de

quelle utilité peut être dans les arts, l'habitude des

considérations de la Géométrie de l'espace (*).

•
i

'

I

'

.

,'"•

) —'

'

'

, (*), C'est sur dei Notions (îo physique , et sur des expe'riences trcs-

Jélicatcs, encore peu n'panflnes, que irposent les théories indiquées

«îi^clésSiis , et qui comprennent ce qn; les Artistes appellent la pers-

pectii'e aérienne., le clnir-obscur. On peut consulter à cet éçjard

Ponvragc de Lambert, ayant pour titre : Photomefria , etc. et deux

Mt'itto'iccs du même Auteur daus les volumes de l'Académie de Ber-

liapour ijGSct 1774' 1' serait bien à désirer que M. Monge ciendlt et

publiât lesnoiionsqn'il a données sur ce sujet à l'École Polytechnique.

Le'concoais de ces lumicvcs fixerait le sens de plusieurs cxprcssionff
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La Gnomonique, sur laquelle on a écrit des Traités

assez volumineux, ne saurait embarrasser, dans aucua
cas, celui qui possède bien cette Géométrie. Dès qu'il

a conçu ce que c'est qu'un cadran solaire en général, il

peut en tracer un de telle nature qu'il voudra , et sur

telle surface que ce soit, pourvu qu'il connaisse la gé-

nération de cette surface ; car alors il n'aura besoin

que de chercher des intersections de plans et de sur-

faces donnés.

Montucla, dans son Histoire des Mathématiques , a
donné une définition de la Gnomonique, à laquelle les

procédés que j'ai exposés précédemment s'appliquent

tout de suite.

« Qu'on ait (dit-il) douze plans se coupant tous' à
5' angles égaux dans une même ligne, et que ces plans,

51 infiniment prolongés, en rencontrent un autre dans

rt une situation quelconque , il s'agit de déterminer les

y> lignes dans lesquelles ils le coupent. îi

Les méthodes qu'il donne pour résoudre ce pro-

blème, sont à la fois très-simples et très-générales, et

l'une d'elles rentre dans les opérations auxquelles se-

raient conduits ceux de nos lecteurs qui voudraient

employer les moyens que nous avons exposés dans la

première Partie.

métaphoriques que les Artistes emploient pour designer des re'sultats

d'observation» très- fines , mais que les amateurs répètent sans les

comprendre, et qui font d'autant mieux fortune, qu'elles paraissent

plus étranges.

FIN.
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